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Abstract: A method of synthesis of dynamic systems in states space with maximal stability degree is proposed in
this paper. Synthesis algorithm of systems in states space with maximal stability degree for control of
models’objects with known parameters is presented. In particular, a dynamic system in states space for control of
model’s object with third order inertia is designed in conformity of this method.
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I. INTRODUCERE

O descriere mai generala si mai eficientd a sistemelor
se obtine dacd in modelul matematic, pe lingd informatiile
functionale intrare/iesire se includ si informatii structurale
prin intermediul unor variabile de stare. Cunoasterea
acestor variabile la orice moment de timp, permite in
cazul cunoasterii evolutiei intrdrilor — determinarea
evolutiei iesirilor. Starea unui sistem reprezinta multimea
minimd de variabile X;, X,,...,X, a céror cunoastere (la

momentul initial t =t;) impreuna cu semnalul de intrare
n sistem, (pentru momentele t>t; ), determind complet
comportarea sistemului Tn orice moment t >t; [1,2].

Reprezentarea modelului dinamic al sistemelor n
spatiul starilor constituie o relatie de tipul intrare-stare-
iesire. Pentru sistemele liniare si continue monovariabile
aceasta relatie este vectorial-matriciala si are urmatoarea
forma analitica

X = AX+bu;
{ 1)

y=c'x
unde: x este vectorul de stare a sistemului (nx1); vy

de
de
de

este marimea de iesire; U reprezintd marimea
comanda; A este matricea de inerfie (de stare)
dimensiune (nxn); b este vectorul de comanda
dimensiune (nx1); ¢ este vectorul de iegire (Nx1).

Pentru impunerea unui nou comportament dinamic se
porneste de la obiectul automatizarii (1) care are
variabilele de stare masurabile. Marimea de comanda u
se obtine cu ajutorul relatiei

u=-k'x, (2)
in care k este vectorul parametrilor de acord (nx1); X -
vectorul de stare (nx1).

Ca urmare, prin introducerea (2) in (1), obtinem
X = Ax+bu = Ax—bk"x = (A—bk")x

cu solutia

@)

x = e Aoty ()
unde x(0) este starea initiald a sistemului.
Conform ecuatiei (4) dinamica sistemului condus este
determinata de valorile proprii ale matricei [A—bk'].

(4)
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Procedura de sintezd a sistemelor dinamice in spatiul
starilor consta din urmatorii pasi [1]:

1.Verificarea controlabilitatii

rangU = rang[b, Ab, ..., A" *b]=n, (5)

in caz contrar sistemul nu este controlabil si acest
algoritm nu poate fi utilizat.

2. Se determind polinomul caracteristic normalizat al
matricei A:

oA =s"+a, S" T+t ag. (6)
3. Calcularea polinomului caracteristic, determinat de

valorile proprii [4, 4,,...,4,] impuse sistemului
P.(A) =(s=A)(s—4)...—4,) = @

=s"+q, 8"+ 40
4. Se determind componentele vectorului de reactie cu
ajutorul urmatoarelor relatii

ki=0; —;. 1=0,1...,(n-1). (8)

Alegerea noilor valori proprii este o problema
complexa care de obicei se solutioneaza prin urmatoarele
metode [2]:

e Metoda polilor dominanti. In cazul acestei metode
sinteza dinamicii sistemelor de ordinul doi cu ajutorul
valorilor proprii este simpla, iar pentru sistemele de
ordin superior (n>2) acest lucru este Tngreunat de

dificultatile care apar la alocarea polilor sistemului,
care ar asigura niste indici de performanta impusi.

e Metoda conducerii optimale permite impunerea
polilor cu ajutorul unei functii obiectiv care stabileste
legatura dintre eroarea semnalului si consumul
energetic al semnalului de conducere.

Il. FORMULAREA SI SOLUTIONAREA PROBLEMEI

Dupa cum s-a mentionat mai sus cu ajutorul reactiei
dupa stare e posibil sa schimbam proprietatile dinamice
ale sistemului, alegdnd in mod dorit valorile proprii ale
sistemului proiectat. in lucrarea dati se propune de a
implementa un algoritm de sinteza a sistemelor dinamice
n spatiul starilor cu grad maximal de stabiliate.

Problema sintezei sistemelor dinamice in spatiul
starilor cu grad maximal de stabilitate poate fi formulata
in felul urmator. Se da structura sistemului automat si este
necesar de a determina componentele vectorului de
reactie, astfel Incat sa se indeplineasca conditia
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unde J este gradul maximal de stabilitate; 7- gradul de
stabilitate al sistemului; k; - componentele vectorului de
reactie; N - gradul ecuatiei caracteristice.

La baza solutiondrii problemei
urmatoarea afirmatie.

Afirmatie. Gradul de stabilitate maximal posibil al
unui sistem poate fi atins atunci cdnd partile reale ale
tuturor raddcinilor ecuatiei caracteristice sunt egale intre
ele [4].

Presupunem cé sistemul proiectat se caracterizeaza cu
urmatoarea ecuatie caracteristica

A(p)=a,p"+a,p""+..+a,,p+a,=0, (10
unde a; sunt coeficientii polinomului de la numitorul

J= max n(k),i=0,..,n-1,

formulate sta

functiei de transfer a modelului obiectului condus.
Ecuatia caracteristicd normalizatd dupa a, capatd

urmatoarea forma

A(p)=p"+a, P+t aypta, =0, (11)
unde aﬂ:ﬂ;%:h;m; n_1=i
8 2 2

Rédacinile ecuatiei caracteristice sunt, in general,
perechi de radacini complexe:

P =tjo, -, (12)
unde k este numarul de ordine a perechei de radacini
complexe, @, - valoarea partii imaginare a radacinii
complexe p,, y, - valoarea partii reale a radécinii

Reiesind din afirmatia de mai sus si substituind in (12)

=13, (13)

ecuatia caracteristicda (11) poate fi transcrisd prin
descompunerea ei in n factori liniari:

Z r
A(p) =]](p—Jo +I)(p+ joo + N[ [(p+I)=
k=1 (14)
=p"+0,4p"" ...+ 0P +7, =0,
unde z este numarul perechilor de ridacini complexe; r
- numarul de radacini reale; n=2z+r - gradul ecuatiei
caracteristice a sistemului proiectat;
g =", @) i=(0,..n-1).
Expresiile (11) si (14) sunt echivalente, deoarece
reprezintd ecuatiile caracteristice ale unuia §i aceluiasi
sistem automat. Din acest motiv coeficientii de pe langa

variabilele de acelasi ordin din ambele ecuatii sunt egali
ntre ei [3,5].

Reiesind din aceste considerente putem scrie
urmdtoarea egalitate
o (a5,8,,)=q(J, @), (15)

de unde dupd unele transformdri si punind o, =0,

obtinem expresia pentru determinarea gradului maximal
de stabilitate J al sistemului proiectat
J="f(aa,,). (16)
Utilizand (8), pot fi determinate expresiile algebrice
pentru calculul componentelor vectorului de reactie

k=f(@,d,@), i=(0,..n—1). 17)
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In continuare, In baza studiului efectuat, se propune
un algoritm de sintezd a sistemelor dinamice in spatiul
starilor cu grad maximal de stabilitate.

[1l. ALGORITMUL DE SINTEZA
A SISTEMELOR DINAMICE IN SPATIUL STARILOR

Algoritmul presupune parcurgerea urmatorilor pasi.
1. Se obtine ecuatia diferentiala normalizatd a
sistemului cu parametrii cunoscuti

Yy 4o,y oy ® 4oy =
=b, U+ +bu® +byu.

2. Se determind ecuatia diferentiala in forma vectorial-

(18)

matriciald in realizarea standard controlabila:
X = Ax+bu;
{y =c'x (19)
3. Verificarea controlabilitatii
rangU = rang[b, Ab, ...,A"b] =n. (20)

a.In cazul in care conditia este indeplinitd sistemul
este controlabil i se poate trece la etapa urmatoare.
b.Tn caz contrar sistemul nu poate fi condus cu
ajutorul acestui algoritm.
. Se obtine polinomul caracteristic al matricei A:

N

Pa(A) =8" + o s" T+t . (21)
5. Se determind ecuatia caracteristici doritd, 1in
conformitate cu criteriul gradului maximal de

stabilitate:

e Utilizdnd substitutia s, =+jw —J , ecuatia
caracteristicd obtinuta la pasul 4 se descompune
Tn n factori liniari si se aduce la forma

Z r
o, (A)=[](s-jo +I)(s+ jo +N[](s+J) =
k=1 (22)
=s"+q, 8" +...+QsS+q, =0,
unde J este gradul maximal de stabilitate al
sistemului; z - numdrul perechilor de radacini
complexe; r - numarul de radicini reale; N=2z+r
- gradul ecuatiei caracteristice a sistemului proiectat.
e Din egalitatea
(8, 8,,) =0 (J, o), ¢4 =0, (23
dupa unele transformari, obfinem expresia pentru
determinarea gradului maximal de stabilitate J al
sistemului proiectat
J=1f(aa,4), (24)
unde @ - parametrii functiei de transfer a modelului
obiectului reglat.

6. In conformitate cu  coeficientii  ecuatiilor
caracteristice ¢.(s), @a(s) si formulele
ki :qi—ai, |:O,1,,(n_l) (25)

se determina componentele vectorului de reactie.

7. Variind partea imaginard a radacinilor complexe @y
sau gradul de stabilitate J putem s3 impunem sau si
optimizdm performantele procesului indicial al
sistemului dinamic proiectat: suprareglajul o, gradul
de amortizare y sau durata regimului tranzitoriu t; .
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IV. STUDII DE CAZ
SI SIMULARE PE CALCULATOR

Presupunem cd@ pentru automatizarea proceselor
tehnologice, modelul matematic al obiectului condus este
prezentat prin intermediul modelului obiectului cu inertie
de gradul trei cu parametrii cunoscuti

3
He(s)= =
0,55+ (s+1)(L,5s+1)
3
= = 26
0,75s° + 2,758 +3s +1 (20)
k

Cast+as’+asta,

Se cere de a sintetiza un sistem dinamic in spatiul
starilor cu grad maximal de stabilitate ce include modelul
obiectului condus (26).

1. Se obtine functia de transfer normalizatd dupa a,

a sistemului

b

He(s)= 3 2 < =

_ 4

s%+3,665% +45+133
unde o ] =133 oy e =4
do 2l
a i k
062 :—:3,66,b0 :—:4

dy 2

2. Determinam ecuatia diferentiala sub forma
vectorial-matriciala in realizarea standard controlabild

Xy 0 1 0 ||x 0
X, [=| O 0 1 {[X [+]|0ju=
X3 -0y —oy —ay || X3 1
0 1 0 ||x 0
= 0 0 1 || %, |+]|0]u;
-133 -4 -366||x3| |1

y=c'x=[4 0 0]x.

3. Verificam controlabilitatea sistemului
rangU = rang[b, Ab, ..., A"b] =3.
Deci sistemul este controlabil.
4. Se obtine polinomul caracteristic al matricei A:
Pa(A) =53 + a,5% + s + g = 5° +3,6652 +45+1,33.

5. Se determind ecuatia caracteristica dorita, In
conformitate cu criteriul gradului maximal de stabilitate:

e utilizand substitutia S, =tjoy, —J, ecuatia
caracteristicd obtinutd la pasul 4 se descompune in 3
factori liniari si se aduce la forma

9e(A) = (5~ joy + I)(s+ jooy + 3)(s+3) =

=5 +33s% + (3% +wi)s + I3 +0]J =

=s® 40,52+ 5+, =0,
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e din egalitatea (23)
determinarea gradului
sistemului proiectat:

obtinem
maximal

expresia  pentru
de stabilitate J al

L _332 5

dy
J = i = 3 :1,15-
33, |3*0,75

6. 1In conformitate cu coeficientii ecuatiilor
caracteristice  ¢.(s), @a(s) si expresiile (25) se
determind componentele vectorului de reactie care ar
asigura un proces aperiodic (pentru @, =0)

a
ko=J%+@0?) -22-02;
ay

k=232 +0f -2 -
)

k, =31 -3 =021
8

Pentru a putea aprecia rezultatele obtinute in urma
aplicarii algoritmului propus vom utiliza, pentru
comparatie, metodele Ziegler-Nichols si optimizarii
parametrice. Rezultatele calculelor sunt prezentate mai
jos:

e Metoda Ziegler-Nichols: k,=1,692
e Metoda optimizarii parametrice, aplicatd in baza
pachetului de programe KOPRAS: k,=1,128

Pentru analiza performantelor sistemelor sintetizate
dupa metodele nominalizate mai sus, s-au efectuat
simuldri pe calculator utilizind pachetul de programe
KOPRAS. Rezultatele simularii sunt prezentate in figura
1. Numerotarea curbelor proceselor tranzitorii ale
sistemului automat este urmatoarea: curba 1 reprezinta
procesul tranzitoriu al sistemului automat sintetizat n
baza criteriului gradul maximal de stabilitate Th spatiul
starilor; 2 — procesul tranzitoriu al SA proiectat dupa
metoda optimizarii parametrice; 3 — procesul tranzitoriu al
SA sintetizat in conformitate cu metoda Ziegler-Nichols.

hit)

\/\/\2

£s 10

Fig. 1. Procese tranzitorii ale sistemului automat.
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IV. CONCLUZII

Descrierea sistemelor automate prin formalismul
intrare-stare-iesire permite, dupd cum se cunoagte,
modificarea in mod dorit a dinamicii sistemelor proiectate
prin impunerea valorilor proprii ale matricei de stare a
sistemului. Insa alegerea valorilor proprii este o problema
destul de dificild. in lucrarea dati se propune o metoda de
sintezd a sistemelor dinamice in spatiul starilor, care
permite de a determina §i impune anume acele valori
proprii ale matricei de stare, care asigura gradul maximal
de stabilitate al sistemului proiectat.

Totodatd variind partea imaginard a radacinilor
complexe @, sau gradul de stabilitate J putem si

impunem sau sa optimizdm performantele procesului
indicial al sistemului dinamic proiectat.

Metoda de proiectare propusi este o metoda simpla, iar
datoritd faptului cd sistemul este prezentat in forma
vectorial-matriciala, algoritmul elaborat este usor de
implementat sub forma de programe pe calculator.

Efectudnd o0 analizi a rezultatelor simuldrii pe
calculator a sistemului proiectat Tn conformitate cu
metoda propusd s§i, pentru comparatie, cu metodele
Ziegler-Nichols si Optimizarii Parametrice, observim ca
sistemul sintetizat Tn baza criteriului gradului maximal de
stabilitate poseda performante mai ridicate in ceea ce
priveste stabilitatea, suprareglajul si durata regimului
tranzitoriu. Insa, dupa cum se observa din fig.1, eroarea
staticd, Tn acest caz, este mult mai mare.
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