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1. INTRODUCTION

L’importance  économique des  matériaux
composites est a présent de nos jours reconue par la
plupart des spécialistes et les prévisions nous font
croire qu’elle va augmenter dans les années
suivantes.

On assiste a une grande diversité de fabrications
dés les produits composites dits “a grande
diffusion” jusqu’aux composants aérospatiaux a
hautes performances mécaniques et
thermomécaniques

Il faut remarquer qu’une utilisation optimale des
matériaux composites n’est pas possible sans une
analyse précise de leur comportement mécanique.
L’analyse de telles structures y-incluant les
paramétres de la microstructure est assez difficile
car le degré d’hétérogeneité de ces matériaux est
assez grand. Cette hétérogénéité implique le fait
gue les propriétés physiques du matériel dépendent
des variables d’espace et varient rapidement par
rapport a celle-ci.

Pour évaluer les propriétés élastiques des
materiaux equivalents il etait utilisé la methode
d’homogénéisation dans une expression avec les
elements finit bi-tridimensionales. Dans cette
premiére partie on présente un passage en revue des
guelques maniéres d’aborder théoriquement pour
determiner les propriétés mécaniques.

Les mathematiques Duvaut, Babuska,
Benssoussan, Sanchez-Palencia, Lions, Bakhvalov
et Panasenko ont etudié 1’aspect théoretique de la
methode. Bakhvalov si Panasenko [5] ont souglinér
que cette méthode conduit & une solution complexe
et précise.

Récemment Kalamkarov [7] a considérés
quelque cas des mteriaux composites avec une
comportement linéaire elastique et elastique
geometrique nonlinéaire, respectif termoelastique.

L’auteur a solutionné des éléments pas
homogénes avec une structure irréguliere avec une
scale de nehomogénéisation beaucoup plus petite
que la scale des dimensions d’element.

H. Ene [4] a etudié I’aspect théoreque duecette
méthode pour différents modeles d’equations
diferentielles avec dérivées partielesl (probléme de
filtrage, transfer de chaleur). Celui-ci a publié avec
Pasa uneétude o0 la méthode est apliqueé aux
materieux stratifieés [4].

L’etude de Bendsoe, Kikuchi [8] a introduit les
concepts de la méthode d’homogénéisation pour
I’optimisation topologique des structures. Les
nouveaux formes de cette méthode sont presentées
[9], par D. Lukkassen et autre [10] pour
determineéles propriétés des composites et les
variations locales des contraints avec la variante de
la méthode des forces et de la methode de
déplacement.

2.DESCRIPTION DE LA
METHODE D’HOMOGENEISATION

L’idée de base de cette théorie consiste a
supposer que le matériel composite est formé d’une
répétition périodique d’une cellule de base a
I’échelle  microscopique. Cala permet aux
propriétés matérielles étre fonctions périodiques de
variables microscopiques qui convergent, lorsque
les dimensions vont vers zéro, vers la propriété
équivalente homogéne limite.

Dans le cadre de I’élasticité linéaire classique,
est considéré un milieu en matériel composite a
1’échelle microscopique de frontiére I'.

Le comportement mécanique est tres influencé
par les caractéristiques phisiques des elements
constitutifs a 1’échelle microscopique [1].

Le matériel composite caractérisé par I’indice
supérieur h, est en équilibre sous 1’application des

forces de volume f, de tractions de surface t sur
la frontiére T'; ainsi que des déplacements imposés

u sur la partie de frontiere I',de T.

Les équations d’équilibre de ce milieu
composite s’écrivent dans les axes structuraux X =
(X1, X2, X3):
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Figure 1.
div,c "+ f =0, (1)

ol la contrainte c"est liée en régime linéaire aux
propriétés matérielles par la loi de Hooke

" = Cheh(uM), )

Le champ de contrainte c" doit satisfaire les
conditions & la limite sur la frontiére I',

Gﬂ njzfi . (3)

Le champ de déplacement doit respecter les
déplacements imposés sur la frontiére ',

uh =u ., )

D’autre part, les équations de compatibilité lient
les déplacements aux déformations par:

h h
& _1{Duc  Du (k1 =123) ., (5)
2| Dx, Dx,

En introduisant ’expression (2) des contraintes
dans (1) et en tenant compte de (5) on obtient:

h k
DL Cir}kl(x)l bu, + DU +f=0., (6)
X; 2{ Dx, Dx

La cellule de base M de la figure 1 est un
paralélipipéde de dimension (mi¢g, mg, mzg) ouU
¢ est facteur d’échelle (<<1). Un point courant
peut étre repéré de deux maniéres:

> (X1, X2, X3) =>position structurale en variables
Macroscopiques Xi
> (Y1, Y2, y3) =position locale 4 I’intérieur de
la cellule de base, en variables microscopiques vyi.
La transformation de 1’échelle des systéme
coordonnées est explicitée

Xi=xP+¢ Vi, (7a)
. x0
yio X (7b)
G
Mais, en général, les deux systeme de

coordonnées ont la méme originex? = 0. Par
conséquent, on a:

yi = Xi " (7¢)
G

Du premiere moment il est etabli une
caractéristique du matériel, celle d’étre périodique.
Pour cela les caractéristiques physiques, la matrice
de Hooke, le champ de déplacement du matériel
considéré, sont fonctions périodiques en Yi, c’est —
a-dire qu’elle posséde la propriété suivante:

U(Y1Y2,Y3) = U(Ys + K, Yo + KoYo, Y3+ KaYs)  (8)

N

ou

Y = (Yl’Y2 ,Y3)
k = (k17k2’k3)

périodicité de base
valeurs reelles entiéres

Dans le cas des materiaux périodiques [4],[11],
les champ de déplacement changent dans une
maniére lente d’une cellule de base a I'autre et
rapidement a [Dinterieur d’une cellule. Cette
variation rapide, est périodique en y, est modulée

par la fonction en x (uh(x) = u(x,y)) .

Le développement en série de u(x,y)est

suivant:
0= T G =l oy)
+ (X, Y )+ e
L’opérateur de la derivée totale est definit par:

° -0t (10)

Dx; 0X; ¢ oy
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Alors, le les déformations sont:
N 1
&jj =eij [U(X,y)]'f‘geij[U(X,y)], (11)

ou

O U ouj;
e;Jf (u) = E [—' + —’] , déformation lente,

2 0x; 00X
(12.a)
ou;
g;(u)== (a_qu_,] déformation rapide.,
2\0y; oY,
(12.b)
et les contraintes sont:
S*i? = Gjjit (Y) € (X, y) tensions lentes,  (12.c)
si = Gija (X,y) e (X,y) tensions rapides, (12.d)

Y en introduisant le developpement asymptotique et
en tenant compte de 1’expression des déformations,

on obtient:
os?
¢c?2|—L1|=0, (13.2)
0Y;j
9 s? 9 5 st
g_ll: ULV ”}:0, (13.0)
ox; 0y 0Y;
0 1 1 2
i OSii i OS¢
0| 750, %5, OS i, OS +f =0, (13.0)
OX;  OX; aY; OY;

Les équations d’équilibre du milieu composite
hétérogéne s’écrivent:[11]

Dixj[cuk.(y)sk. U y)I+ =0 (9

Le systéme

osg _ dcija (y)eg )]
Y Y

= (Qentraine

Flxy)=

Le premier terme des deplacements est
dépendent de lavariable lente macroscopigue X.
Le systéme (13.b) offre une solution générale :

u(x), (15)

u(x,y)=t(x)-%"(y)eL(x) .  (16)

Ou /°=(n", " x") si (rs =11, 22, 33, 12, 13,
23, ) est un vecteur de deplacement microscopique
périodique en variable y.

Duvaut [1] a montré que le systéeme
différentiel(13.c) admet une solution appartenant a
W(Y), champ des déplacements périodiques de la
cellule de base, seulement si:

ox; oy

W
JY[é’S IJ asl +é’3 ij
] ]

+fi]dy—0., (17)

En introduisant les champs u° u® en tenant
compte de I’éxpression (16), le systéeme  est
simplifié

83 |J
K ox, +fijdy=0 (18)

Il est introduit la notion de moyenne d’une
fonction [11] d,) sur le domaine Y de la cellule:

1
@):ML@(y)dy y (19)

ou|Y| coresponde au volume de la cellule de
périodicité.

En introduisant la notation des coefficients
d’élasticité homogéneisés Hijq par

1 1
Hiw =], Cix (dy—-— Cija () e.( “)dy (20)
O gl om0 e

I’écuation d’équilibre homogénéisés qui doit
satisfaire le champ de déplacement u® dans le
domaine macroscopique, Q est:.

XZ{[‘YKCUM >—\Y\<Cijk|ers(zk')>]Eﬁ (uo)}+\Y\ -0 (21)

0 .
W[Hijkl eklo(uo)] + fi = 0,, (22)
]
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En ajoutant aux conditions d’équilibre (22) les
conditions limites:

Hij e (u0)n; =1, (23)

En introduisant la discrétisation éléments finits
dans I’expression (20),et en utilisant 1’intégration
numérique de Gauss, on obtient la matrice Hooke

homogénéisée:

1 nele np

Hij ~ oo . Z[Ci?kl -5 (M }Nn det"(3) (24)
Z ‘Ym‘ m=1n=1
m=1

ol |Ym| représente le volume des élément finis m,

nele est le nombre des éléments finis et np est le
nombre de points de Gauss. Grace a I’ évalution
numerigque de la matrice de Hooke homogénéisée
par (24), on obtient & I’ échelle macroscopique la
loi de comportement de la structure composite.
Pour préciser 1’ état du comportement local de la
structure composite, il est n écessaire d’effectuer
un retour a la cellule de base pour calculer les
déformations et les contraintes microscopiques

3. CONCLUSIONS

La methode offre une analyse de comportement
mécanique des matériaux composites, materiaux
hétérogénes. Cette hétérogénéité implique le fait
que les propriétés physiques du matériel dépendent
des variables d’espace et varient rapidement par
rapport a celle-ci.

Une maniére naturelle de cotourner cette
difficulté est de définir un matériel homogene
équivalent qui fournit la méme réponse structurale
que le matériau composite tout en tenant compte
des caractéristiques micro-structurale.
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