FACTORIZAREA FUNCTORILOR REFLECTORI
Alina TURCANU

Rezumat: Se examineaza problema descompunerii unui functor reflector ca compozitie a doi

functori reflectori de anumit tip. Se studiaza existenta unor astfel de descompuneri.

Cuvinte cheie: Spatii local convexe, subcategorii reflective, latice.

1.1. Orice structura bicategoriala (@ I') in categoria % a spatiilor local convexe topologice
vectoriale Hausdorff, imparte laticea R a subcategoriilor reflective nenule in trei clase (a se vedea
[B], [T]):

Ry — clasa subcategoriilor @— reflective;

R;— clasa subcategoriilor 17— reflective;

R.=(R\(Rpe UR)) U{ C27 }. )

C,

0

Fie £ un element arbitrar al clasei R,,. Pentru orice obiect X al categoriei C>% fie | *: X—
IX £—replica lui, iar

X =i*p* @
px X
X > bX I_’IX

W
(@ 1) — factorizarea morfismului respectiv.

Notam cu B = B (£ ) subcategoria plind a categoriei ( 7 formata din toate obiectele
izomorfe cu obiectele bX cand Xe | ¢2¥|. Subcategoria B este @ — reflectiva, iar b*: X — bX
este - replica obiectului X ([T]).

Fie 2" = 4" (L) subcategoria plina a tuturor obiectelor A cu proprietatea: pentru orice obiect
X al categoriei (% orice morfism

f:bX > A seextinde prin morfismul i*:

pentru un careva morfism g.

Subcategoria 4" este inchisa in raport cu produse si
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M - subobiecte. Deci ea este reflectiva, iar i *: bX — IX este 2" — replica obiectului bX.

1.2. Teoremi. 1.3 este 0 subcategorie ®— reflectiva a categoriei G, V.
2. A" este o subcategorie reflectiva categoriei C 7.
3. £—replica si A”— replica obiectelor din subcategoria 3 coincid.
4. Functorii reflectori ai subcategoriilor £, 8 si A4” sunt in relatia:
I=a"b

1.3. Teorema: Fie ® §si T— doua subcategorii reflective ale categoriei C 2V astfel incat R,
este @—reflectiva, T— replica oricarui obiect din R apartine clasei I.Mai departe, fie ca functorii
reflectori ai subcategoriilor £, R si T sunt in relatia:

I =tr
Atunci
R = B (L).
Demonstratie. Fie r*: X — rX ®— replica obiectului X, iar t*:r X — IX - T—replica
obiectului rX. Cu notatiile de mai sus avem urmatoarea diagrama comutativa:

bX
hX | i
X ]
] I
X : > |X
|
1 f
I‘X + IX
rx
Astfel
| | X=iXpX 1)
s1
| X=tXrX )

sunt doud (@, 1) — descompuneri ale morfismului | *. Existd atunci un isomorfism f : b* — r* astfel
incat

fb*=r* (3)
t*f=iX. (4)
Asadar R = 3.

1.4. Pornind de la teorema precedenta vom nota:
- G (£) - clasa tuturor subcategoriilor 7— reflective I" functorul reflector al carora verifica relatia:
I=ghb
- G1(£) — clasa tuturor subcategoriilor reflective I" pentru care
I=ghb
si I' - replica oricarui obiect al subcategoriei B apartine clasei I.
Conform celor mentionate mai sus 2"€ G (£), iar G (£) = R; N G1 (£ ). Nu se exclude cazul ca
clasa G (£ ) sa fie vida. Teorema 3.2 [T] indica conditii destul de dure cand G (£ ) este o sublatice a
laticei R;. Dupa cum rezulta din urmatorul rezultat Gy (£ ) este de asemenea o latice completa, dar
in laticea R.
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1.5. Teorema: Pentru orice element £ € R, exista un element A/ = A/ (£) € R astfel

incat
Gi(£)={ReR| 4/ cRc 2"}
Demonstratie. Elementul maximal 2" al clasei g1 (£) a fost construit anterior. Astfel
clasa Gi (£) nu este vida. Stabilim
Al =N {R e Gi (L)}

Deoarece 4, este inchisa in raport cu produsele si M ¢ - subobiecte rezulta ca 4, este subcategorie
reflectiva. Reiesind din faptul cum se construieste minimul unei clase de subcategorii reflective (a
se vedea [BBC] ), deducem ca 4/ - replica oricarui obiect bX este de asemenea i*. Astfel 4/ e G

().

1.6. Teorema: Fie R € Re, £ € R §i T'eGi (L ). Atunci urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:
l.1=gr.
2.9R c®R si L=RNT.
3. R=8B(L) si TeGi(L).
Demonstratie. 1 = 2. Fie X un obiect al categoriei €27/,

r X R gI‘X
X rX > grX

W

r*,g"*si | “replicile obiectelor respective. Din egalitatea | = g r rezulti ca
I X: g rXx r X

Din aceeasi egalitate | =g r rezulta cigr Xel £]. Tinind cont de faptul ca £ c ®, conchidem ca
9(R®) R, Astfel £ < Rsievident LcT.Deci Lo ®RNT.

Incluziunea inversa rezulta din aceeasi egalitate |=gr.

2=3.Fie r’: X > rX si g™: rX > grX ®—sil- replica obiectelor respective. Din
faptulca g(R) c ® rezultaca

grXel ®NT| =|zl.Deci g™r* este £— replica obiectului X:

| X=g X
Conform teoremei 3 deducem ca ® = B(L).
3 = 1. Evident.

294



2. Concluzii

2.1. In lucrarea [B] este examinata divizarea clasei R dupi structura bicategoriald (&, M,).
In acest caz pentru orice element £ R,, clasa G (L) este o latice completa cu prim si ultim
element.

2.2. In lucrarea [T] este studiata divizarea laticei R pentru o structura bicategoriala arbitrara
(B 1).

Se examineaza urmatoarea conditie pentru (@, 7):

A) (IN Epi (IN Ep)y") este o structurd bicategoriald de dreapta in categoria o9 .

In categoria €27 existd o clasa proprie de structuri bicategoriale care verific conditia A)
(a se vedea [BTC] ). Structura bicategoriala (Eu, Mp) verifica aceasta conditie.

Daca structura bicategoriala (®, 1) verifica conditia A), atunci G (L) este o latice
completa cu prim si ultim element ([T] , teorema 3.2).

2.3. In categoria €, exista structuri bicategoriale (®, I') care verifica conditia duala Ao).
Insa cele cunoscute autorului efectueaza o divizare triviald a laticei K a subcategoriilor coreflective
nenule. De exemplu, structura bicategoriala (., M,) verifica conditia A%, iar divizarea este

urmatoarea:
Ke =K, Kap=Kn={C27].

2.4. Asocierea subcategoriei reflective £ € Ry, a laticei Gi(£) este posibila oricand. Astfel
si constructia duala poate fi efectuata.
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