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Abstract: Se studiazd si se construiesc exemple de grup ternar fard unitdti si grup ternar, toate elementele
caruia servesc ca unitate. Se demonstreaza ca exista grupuri ternare care nu posedd proprietatea de
inversare, fapt ce nu are loc in cazul binar.

Cuvinte cheie: 3-IP cuasigrup, grup ternar, unitate, grup ternar simetric, legea asociativa pentru operat ii
algebrice ternare.

Cuasigrupul ternar Q( ) se numeste 3-1P- cuasigrup (cuasigrup ternar cu proprietate de invesare) [1] daca
pe multimea finitd Q existd substitutiile v;; 1,j€13-v; =¢ - substitutie unitard astfel incat sunt
satisfacute identitatile:

3
((X1 )v VioXos V13X3): X
3 3
(V21X1’ (X1 )’ V23X3): X
1)

(V35 v, ()=,

pentru orice X’ € Q®

v;; se numesc substitutii de inversare iar [v;;] — matrice de inversare, i €13; jel4; v,,=¢. Elementul

e eQ se numeste unitate pentru 3- cuasigrupul Q( ), daca (x,e,e) = (e, x,€)= =(e, €, X) =X pentru orice
X € Q. 3- cuasigrupul cu unitate se numeste 3- bucla. Se stie [1] ca o bucla poate avea mai mult de o unitate,
iar un 3-1P — cuasigrup are mai mult de o matrice de inversare. 3- Cuasigrupul Q( ) elementele céruia satisfac
legea asociativa:

(0%, X X )y Xas X6 ) = (X (X0 X X, ), X5 )= (X, %, (X5, X, X;)) pentru orice x° € Q° se numeste 3- grup sau
grup ternar. Exista grup ternar cu o unitate; grup ternar cu mai multe unitati; grup ternar, toate elementele
cdruia servesc ca unitate; grup ternar fara unitati.

Exemplul 1:
ala|b bla|b pemulimea Q={ab} definim operatia ternara (X,X,,X,) pentru orice
alalb al|b|a 3 2 definiti prin tabeluril b, und I | ori
b b la blalb X, € Q°, definita prin tabelurile a si b, unde x este elemntul prin care se

noteaza tabelul.

La intersectia coloanei x, cu coloana x3 din acest tabel se obtine rezultatul operatiei ternare:
(a,b,b,)=a, (b,a,b,)=a. Q () este grup simetric fiecare element al ciruia este unitate fiindca
(a,a,a,)=a, (b,a,a,)=(a,b,a,)=(a,a,b,)=b;

(b,b,b,)=b, (a,b,b,)=(b,a,b,)=(b,b,a,) =a;. Acest fapt nu are loc in cazul binar.

Exemplul 2:

aja|b bla|b Pe multimea Q:{a; b} definim operatia ternara (vazlxs) pentru orice

al|b|a aja . . . .
b la b b b la X13 € Q?, cu ajutorul tabelurilor alcatuite ca in exemplul precedent.

Q( ) este grup ternar simetric fara unitate, fapt ce nu are loc in cazul binar, fiindca, conform definitiei,
orice grup binar poseda o unitate si numai un singura.

Grupul ternar Q () se numeste simetric daca (Xal, X2y Xa3): (Xl, Xy, x3) pentru orice x. € Q® si orice

a €S;, unde S, - grupul simetric de substitutii de ordinul 3 pe multimea Q. In caz contrar Q () se numeste
grup nesimetric.
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Se stie din [1] ca orice grup ternar Q () este reductibil prin grup binar Q () (teorema Gluskin Hossu):
3 2

06)=x - %, - 0™ -k,
unde: ¢ automorfism Q (), k — element fix din Q, ¢k =k si @’x=k-x-k™.
Daca grupul ternar Q( ) poseda unitate, atunci

3
(¢)=2 %%,
Daca Q () este grupu ternar fara unitate atunci
3
()(1):)(1.)(2.)(3.[(

Orice grup binar Q( ), datorita legii asociative, poseda proprietatea de inversare: IX-Xy=Yy, yX-Ix=Yy,
unde I este substitutie pe multimea Q, | : X — X . Aceasta importantd proprietate nu o poseda orice grup
ternar, ceea ce inseamna ca teoria N — operatiilor algebrice, n>2, nu repetd intocmai teoria operatiilor
algebrice binare. Astfel de situatii profesorul Valentin Belousov, fondatorul teoriei n- cuasigrupurilor, le
numea salturi calitative 1n algebra universala.

Teoremd: Orice grup ternar nesimetric Q () reductibil prin grup binar neabelian Q (*) nu poseda proprietatea
de inversare.
Demonstratie: Fie Q( ) grup ternar nesimetric reductibil prin grup binar neabelian Q(-). Presupunem

contrariu ca Q () este 3-IP- grup, adicd Q ( ) satisface identitatile (1). Precdutam prima identitate de
inversare:

3
((X1 )’ Vi2Xos V13X3): X
Aplicind teorema Gluskin - Hossu obtinem
2
X, Py - @Ky KN, X - @7V X K =X
Inlocuid X, prin e, unde e- unitatea grupului binar Q(-), obtinem
DKy - X K- X, - 9PV oXs K =,
sau 28 Rk¢2X3 = IR @*Vi3X; - Iy, X, -
Notam p=a, R¢* =, IR@V, =y, lov,=6.
AtUNCi axX, - X, = pX%; - X, , pentru orice x,, X3 din Q, unde «, £, 7, O - substitutii pe multimea Q.
In [2] este demonstrat ci dacd grupul binar Q(-) satisface ultima identitate atunci Q(-) este grup abelian.
Rezultat analog se obtine precautand celelalte doua identitati din (1).
Rezulta ca grupul binar Q(*) catre care este reductibil grupul ternar nesimetric Q( ) este grup abelian.
Contrazicerea obtinutd demonstreaza teorema.

Consecinta: Orice grup ternar nesimetric cu unitate nu poseda proprietate de inversare.
Intr-adevar, daca Q( ) este grup ternar nesimetric cu unitate, atunci, conform teoremei Gluskin-Hossu,

(X13 ): X%y X
Din aceasta reprezentare usor se observa ca grupul ternar nesimetric cu unitate nu poate fi reductibil prin
grup binar abelian. Deci Q(-) este grup binar neabelian. Conform teoremei demonstrate, rezultd ca grupul
ternar nesimetric cu unitate Q( ) nu poseda proprietate de inversare.
In [3] se demonstreaza ci orice grup ternar nesimetric fard unitate reductibil prin grup binar abelian cu

.. 2 . . . . . o . .
conditia ¢° = ¢ are proprietate de inversare, una din matricele de inversare ale caruia este matricea:

¢ | 1 ¢
lp ¢ lo ¢
I Il ¢ ¢
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