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Abstract: In the present paper is examined a problem of a technological nature, wich requires to
establish the quantity of salt in a solution depending on time. The mathematical model of the problem is
deduced according to the form of a differential equation. This equation can be resolved in quadratures. Two
important particular cases are examined, which contain initial conditions as well. In this cases the equation
can be resolved completely.
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Problema examinata in aceasta lucrare se referd la concentratia solutiei apoase a unei substante arbitrare.
Se obtine modelul matematic al acestei probleme.

Problema este urmatoarea. Fie ca un vas de volum V este umplut cu o solutie de oarecare substantd
numita, pentru simplitate, sare, dar care poate fi si o suspensie. Fie ca aceastd sare se introduce in vas cu o
viteza variabila gq=q(t). Volumul de sare ce se introduce in vas poate fi neglijat, el fiind nesemnificativ in
raport cu volumul vasului V. In continuare, vom presupune ci in vas se introduce api curati cu o vitezi
constanta v. Dupa amestecarea solutiei pand la o consistentd omogena, aceasta se scurge din vas cu aceeasi
viteza v. Se pune problema de a stabili cantitatea de sare din solutie in functie de timp: m=m(t)

Pentru Inceput, sd precizdm notiunea de viteza ca functie de timp. Fixdm un moment de timp t si dam
acestei valori o crestere At. In intervalul de timp dintre t si t+ At in vas patrunde o cantitate de sare pe care
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o notam cu Am. Raportul — reprezinta viteza medie de patrundere a sarii in vas. Prin viteza de

patrundere a sarii in vas in momentul de timp t (viteza instantanee de patrundere) vom intelege limita acestui
raport pentru At tinzand la O:
. Am
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Sa examinam acum problema. Vom nota cu m cantitatea de sare din vas in momentul de timp t. Marimile
g, t si m sunt variabile, prin urmare metodele matematicii elementare nu pot fi utilizate. Vom aplica metode
ale calculului diferential si integral [1]. Fie ca in momentul arbitrar de timp t cantitatea de sare din vas este
m = m(t). Dam argumentului t o crestere At si examinam schimbarea cantitatii de sare in intervalul de timp
dintre t si t+ At. Vom considera ca in acest interval de timp, de duratd At, viteza de patrundere a sarii in
vas este constantd si egald cu viteza ei in momentul de timp t. Prin urmare, in vas s-a introdus o cantitate de
sare egald cu q(t)-Atsau q-At.

Sa urmarim, céta sare s-a scurs din vas in acest interval de timp. In vas s-a introdus o cantitate de apa
egald cu V- Al; aceeasi cantitate de solutie s-a scurs din vas. Daca notdm cu X cantitatea de sare ce se confine

. .V v m-v-At . . .
in acest volum, obtinem proportia — =——, de unde X :T. Diferenta dintre cantitatea de sare
m X
introdusa in vas si cea eliminata din vas reprezinta variatia functiei m:
m-v-At mv
Am=q-At———=| g—— |-At, 2
Vv Vv
e . mv . < . o
de unde, prin impartirea la At obtinem — = q—v. In aceastd egalitate trecem la limitd pentru

At — 0. Cum limita partii stAngi este M’, iar partea dreaptd este constantd in raport cu At,si limita

constantei este insdsi constanta, se obtine M’ = — V , sau
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m+—-m=qg. 3
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Ecuatia obtinutd (3) reprezintd modelul matematic al cantitatii de sare din vas. Aceasta este o ecuatie
diferentiala liniara de ordinul 1, care se rezolva in cuadraturi. Solutia ei depinde de functia din partea
dreapta q =q(t) si se exprima prin integrale.

Vom examina doud cazuri particulare ale functiei ¢, care se intdlnesc mai des in practica.
1. Fie ca functia q este constantd, ( = const. Ecuatia (3) are aceeasi forma

v
m+—-m=q, 4
v q (4)

dar cu g constant. Vom mai presupune ca este indeplinita conditia initiala m(0) =m, . Aceasta inseamna
ca in momentul initial de timp t =0 cantitatea de sare din vas era cunoscuta si avea valoarea m,. Aplicand
metoda lui Lagrange de rezolvare a ecuatiei diferentiale liniare, se afld solutia generala a ecuatiei (4):
V ,X.t
m=2"1cev’, (5)
\

unde C este o constanta arbitrard. Folosind conditia initialda m(0) =m,, se afla constanta C:

\Y
C=m,— av , 1ar apoi si solutia problemei Cauchy a ecuatiei diferentiale (2):
\Y
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2. Fie ci functia v are forma v=e*® unde k >0. Asemenea situatii se intalnesc frecvent in probleme
tehnologice [2]. Ca exemplu poate servi procesul de racire a unui corp, descris printr-0 lege a lui Newton,
sau procesul dezintegrarii unei substante radioactive. In acest caz ecuatia (3) capata forma

\Y
m! +—-m= e—kt+b , (7)

care de asemenea este de tip liniar. Presupunem si acum ca este indeplinita conditia initiala m(0) =m, .

Si 1n acest caz, rezolvand ecuatia (3) ca o ecuatie liniara, se afla solutia ei

e’ j e_‘%t , (8)

kt+b

_ Vv
m=——ce m, —
v—kV [ v—kV

care satisface conditia initiala m(0) =m, .

Remarci

1. Cunoscand cantitatea de sare din solutie, se poate afla concentratia acestei solutii In functie de timp.

2. Modelul matematic (3) poate fi aplicat si in alte probleme. in locul cantitatii de sare poate fi cantitatea
de sarcini electrice intr-un conductor sau cantitatea de céldurd ce se transfera de la un corp la altul. De
asemenea, acesta poate fi aplicat in problema de purificare a aerului, cum s-a facut, de exemplu, in [3]; si in
acest caz se obtine o ecuatie diferentiala de forma (3).

3. In masura necesitatilor, se poate rezolva si problema inversa. Daca concentratia solutiei nu trebuie sa
depaseasca o anumita valoare criticd, din expresia pentru functia m=m(t) se poate afla care va fi acel

moment de timp t, in care aceasta valoare critica va fi realizatd. Respectiv, se pot lua masurile necesare.
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