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Abstract: Catenara is considered one of the most harmonious forms in
architecture. The use of the mathematical expression of the catenary
spring provides an aesthetically pleasing appearance for the vaults, with
an elegant curve and uniform stress distribution. The catenary is the ideal
shape that a suspended chain takes under its own weight, being the result
of a uniform distribution of compression forces. The catenary or inverted
chain line has been used in architectural engineering since ancient times,
with examples in structures such as vaults and arches of historical
monuments. The complete solution of the catenary problem was one of
the first applications of the differential calculus and represented a major
breakthrough in applied mathematics and gave impetus to the
widespread use of the catenary spring in architectural engineering.

Keywords: Catenary, suspended chain line, catenary spring, hyperbolic
functions.

I. Aplicarea matematicii, mecanicii si tehnologiei in
arhitectura.

Construirea a fost una din cerintele primordiale ale Homo sapiens
in istoria dezvoltarii sale. El a observat natura in configuratiile ei infinite
si evolutia continud, culegand idei si indici pentru propriile sale
activitati, fie vanatoare, agriculturd sau locuintd. in acest lung proces
evolutiv, omul a folosit puterile de rationament pentru a concepe forme
abstracte sugerate de formele naturale si intr-un proces indelungat a
apelat la naturd pentru a-si aborda si rezolva propriile nevoi. Acest proces
indelungat, care a mers méana la mana cu dezvoltarea istorica a omului,
nu s-ar fi putut realiza decat prin experimente repetate si rationalizarea
lor constanta: 1n acest fel sau dezvoltat “regulile artei” in construire, prin
esecuri, modificari, succese si evolutii de-a lungul mileniilor.

Pentru a construi, omul antic avea nevoie de materiale, pe care le
putea obtine numai din naturd. De acea folosim acele materiale pe care,
datorita existentei lor de-a lungul mileniilor le definim acum ca fiind
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traditionale: lut, lemn, varietate infinitd de piatrd, urmate de primele
elaborari complexe: caramizi arse, lianti si metale.

Forma lantului inversat a fost folosita in arhitectura din cele mai
vechi timpuri, cu exemple gasite in structuri precum bolti si arcade. Linia
lantului inversat are forma unui cordon suspendat, presupus a fi perfect
flexibil si cu masa uniform distribuitd pe lungimea sa. In practica,
flexibilitatea si uniformitatea masei sunt realizate mai bine printr-un lant
suspendat, de unde si numele ,,catenar”, care provine din latinescul
,catena” pentru lant. In asa fel linia lantului inversat poate fi numit arc
catenar, este o figurd matematicd care apare atunci cand o catena
uniforma este suspendata intre doud puncte de sprijin. Acesta formeaza
un principiu care sti la baza sistemului general de bolti si arcade in
monumentele antice, in catedralele gotice boltite din piatra si in cladirile
renascentiste. Un exemplu semnificativ timpuriu in acest sens este bolta
Taq Kasra din Iran. Constructorii antici au descoperit empiric
durabilitatea arcului catenar, acel tip de arc arhitectural care urmeaza o
curba catenara inversata.

Bolta Tag Kasra, [6] sunt ramasitele unui monument antic din
secolul al VI-lea 1.Hr., considerata un reper in istoria arhitecturii si este
cea mai mare_boltd de sine stititoare, cu_o singurd tragd, din zidarie
nearmata din lume. Sala acoperita de arcada avea aproximativ 37 de metri
indltime, 26 de metri latime si 50 de metri lungime, si este cea mai mare
boltd de sine statatoare construitd de om pana in timpurile moderne.

(fig.1)

Figura 1. Arcada Tag Kasra

in cladirile religioase, putem gisi, de asemenea, utilizarea a
arcadelor cu forma unei linii de lant inversat. De exemplu, Catedrala Sf.
Sofia din Kiev, care dateaza din secolul al XI-lea, are cupole cu arcade in
lant, care confera cladirii un aspect caracteristic in stil Kiev.
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De asemenea, utilizarea arcadelor cu forma unei linii de lant poate
fi vazutad in cladirile arhitecturii barocului ucrainean. De exemplu,
Manastirea lui Chiril din Kiev, care a fost construita in secolul al X VIII-
lea, are un numar mare de arcade in linii de lant inversat. Mesterii din
vechime au descoperit empiric durabilitatea arcului catenar, acel tip de
arc arhitectural care urmeaza o curba catenara inversata.

In arhitectura medievald arca catenara a inlesnit constructia
catedrala catolice, Santa Maria del Fiore din Florenta, care este a cincea
bisericd ca marime din Europa, dupa Catedralele Sfantului Petru din
Roma, Sfantului Paul din Londra, catedrala din Sevilla si Domul din
Milano. Are 153 de metri lungime, iar baza domului are 41,98 metri
latime si Tndltimea cupolei 114 m de la podea. (fig. 2) Conceputa in 1296,
este finalizata in 1436, datorata remarcabilului inginer, arhitect, bijutier
si matematician al Renasterii, Filippo Brunelleschi, singurul arhitect care
a putut veni cu ideea unui design ingenios a acestei cupole imense, care
a devenit o capodopera a artei ingineresti si unul dintre simbolurile
remarcabile ale Florentei. Dificultatea majora, pentru Brunelleschi, a fost
imposibilitatea ridicarii, asa cum ficeau de obicei constructorii de
catedrale, a schelelor in formd de arc, care si se modeleze bolta.
Constructia de schele la o asemenea dimensiune si indltime nu a fost
fezabila, dinnecesitatea unei cantitati colosale de lemn, de care Florentia
nu dispunea. Brunelleschi a propus un experiment prea riscant, care
excludea schelele. Arhitectorul a reusit sd-i convingd pe locuitorilor
orasului demonstrdnd o macheta in forma de linie inversatd de lant,
creatd la sfarsitul anului 1418 de catre patru zidari la scara 1:12[9]. Bolta
a fost executatd din caramizi asamblate si cimentate intr-un mortar cu
priza rapida, formand linia unui ,,lant inversat”. Caramizile din placi de
piatra, orientate radial spre ,,puncte de alunecare” pe o axa verticald
situatd in centrul boltii. Aspectul lor particular, care era o tehnicd de
constructie mostenitd de la etrusci, formau spirale uriage de caramizi,
facand posibild distribuirea greutatii numai pe suprafata de reazem in
expansiune. Aceste tehnici, combinate intre ele, au facut posibila
formarea unei structuri auto portante, fara incovoieri. Pentru constructia
cupolei s-au folosit 4 milioane de caramizi de diferite forme si
dimensiuni, iar acesta este cel mai mare cupold de cardmida din lume.

Trebuie de mentionat ca in atelierul lui Brunelleschi lucra in acea
perioada tanarul Michelangelo Buonarroti, care va folosi modelul
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florentin al cupolei Santa Maria del Fiore la proiectarea cupolei Bazilicii
Sf. Petru din Vatican.

Flgura 2. Catedrala catohca Santa Marla del Fiore.

Bazilica Sfantul Petru din Roma, edificiul, lung de 186 metri, cu
inaltimea cupolei de 119 metri si o suprafata totala de peste 15000 m?,
este cea mai mare biserica din lume. (fig.3) Bazilica a fost construita pe
locul bisericii vechi din secolul al 1V-lea, ridicatd pe mormantul Sfantului
Petru. Constructia a durat 120 de ani si pe parcurs a fost realizata de cei
mai renumiti arhitecti ai Renasterii, implicati in proiectarea si pictarea
acestei capodopere, inclusiv Rafael Sanzio si Michelangelo Buonarroti.
Primul arhitect al acestei lucrari a fost Donato Bramante, care a desenat
o catedrala dupd modelul Panteonului din Roma, ultima minune
arhitecturald a antichitatii, care mai supravietuia in oras. Michelangelo
reia ideea planului central propus de Bramante si o reface intr-o forma
mai clara si mai simpla. Pana atunci, proiectul lui Bramante exista deja,
amintind de cupola sfericd a Panteonului. Michelangelo a aruncat o
privire la prima schitéd a lui Bramante, dar cu un impuls arhitectural mai
viguros si o forma simplificatd, aplecand forma arcului catenar al
catedralei Santa Maria del Fiore, care servit ca model pentru aceasta
capodopera grandioasa.

Christopher Wren (1632-1723, Londra, Anglia) a fost un arhitect
si matematician englez care a reconstruit centrul Londrei dupd marele
incendiu din 1666. Profesor de matematicd la Oxford si unul dintre
fondatorii si membrii activi ai Societatii Regale din Londra, a fost angajat
in cercetdri si solutii la mai multe probleme de matematica si mecanica,
care au fost de interes pentru oamenii de stiinta contemporani (Huygens,
Pascal etc.), care studiat intrebarile despre modelul matematic al arcului
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catenar, arcului cicloid-ului, cuadratura si cubatura zonelor si corpurilor
de revolutie formate de acesta, intrebarile despre oscilatia pendulului,
despre fortele care tin planetele pe orbite.

-

Figura 3. Arhitectura cupoei Bazilicii f. Petru din Vatican

La 30 iulie 1669, Sir Christopher Wren a fost imputernicit cu
proiectarea Catedralei Sf. Paul principala catedrald anglicand din
Londra. (fig.4) Anterior, el a fost responsabil pentru restaurarea
bisericilor, in locul celor distruse in Marele Foc din anul 1666. Peste 50
de biserici din oras au fost proiectate de Wren. Concomitent cu
proiectarea Catedralei Sf. Paul, Wren a fost implicat in elaborarea celor
cinci tratate ale sale despre energie.

Figura 4. Catedrala Sf. Paul
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Una dintre provocdrile de proiectare cu care s-a confruntat Wren a
fost crearea unui dom iconic suficient de inalt pentru a inlocui vizual
Turnul catedralei Sf. Paul, pierdut in incendiu. Wren a proiectat domul
cu cocd dubla, ca in Bazilica Sf. Petru. Solutia sa la problema vizuala era
sa separe Tnaltimea cupolei interioare si exterioare mai mult decat a facut
Michelangelo la Sf. Petru, desenand ambele linii ca curbe catenare.
Catedrala a fost finalizata in anul 1675.

Fizicianul englez Robert Hooke (1635-1703) a descris proprietatile
uimitoare a liniei catenare rasturnate, dovedind ca este cea mai stabila
forma pentru arcurile de sine statitoare. Hooke a ajuns la aceasta
concluzie in 1675 studiind forma cupolei Catedralei Sf. Paul. El a
observat ca arcadele, care erau realizate in forma de catenara inversata,
erau mai stabile si mai putin predispuse la rupere decat arcadele de alte
forme. Hooke (1675) a observat cd acestd curba are forma unui arc de
pietre infinitezimale. Analizand structura liniei lantului liber suspendat
dupa studiile matematicienilor remarcabili al epocii, Hooke a inteles, ca
fortele interne intind lantul in lungul liniei curbe, adica sunt tangente la
lant in fiecare dintre punctele sale. Inversate aceste forte de tractiune sunt
transformate in forte de compresiune, facand linia catenara un arc perfect,
in care toate fortele de compresiune actioneaza si de-a lungul liniei
curbei. In structura unui arc catenar, nu exista forte de incovoiere. Un
astfel de arc va fi foarte stabil cu o cantitate minima de elemente de
zidarie, fara a fi necesara fixarea cu mortar a elementelor de zidarie,
deoarece ele se preseaza unul pe altul pe toata inéltimea.

I1. Rolul expresiei matematice a arcului catenar in dezvoltarea
calculului diferential in secolul XVII

Dezvoltarea calculului diferential si integral a evaluat in secolul
XVII din necesitatea rezolvarii unor problemelor practice, precum
calculul traiectoriilor navelor maritime, rezistenta constructiilor de
poduri si arcade. Rezolvarea problemei ecuatiei liniei catenare
suspendate liber (1691) de catre triada 1. Bernoulli -G. Leibniz - H.
Huygens a trasat o linie sub stadiul initial de dezvoltare a analizei
matematice si a marcat trecerea acesteia la o fazd contemporana.

Unul dintre primii invétati, care a studiat problema liniei catenare
a fost Galileo Galilei (1564—-1642), care a considerat ca catenara are o
forma asemanatoare parabolei. Acest lucru a fost infirmat de Huygens,
care la varsta de 17 ani (1646), a aratat, ca aceastd parabola are forma pe
care o asuma un cordon flexibil incéarcat de greutéti, care sunt distribuite
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uniform pe directia orizontala (cum este aproximativ cazul pentru cablul
unui pod suspendat).

Problema expresiei matematice a catenarei partial a fost rezolvata
in 1691 de Johann Bernoulli (16671748, 1691), Christiaan Huygens
(1629-1695), si Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716), care
fiecare independent, s-au antrenat in studiul liniei catenare ca raspuns la
o provocare, propusa de Jakob Bernoulli (1655-1705) de a rezolva
aceasta problema.[1,5]

In rezultat Huygens (mai sus a fost evidentiat colaborarea lui cu
Christopher Wren) a propus o solutie aproximativa a problemei catenarei
folosind conceptul de integrale, solutia care nu a fost completa si nu a
putut fi folositd pentru a rezolva toate problemele cu liniile catenare.

Johann Bernoulli a aratat ca curba satisface ecuatia diferentiala:

a s < . .
d—z ==, unde a este o constanta, s este lungimea arcului OP.

(fig.5)

w

Figura 5. Linia catenara (parabola catenara)
Derivarea acestei ecuatii obtinute, inlocuind pentru portiunea OP
a lantului, mentinuta In echilibru de forta tangentiala F1 din P prin forta
orizontald Fo, care este independenta de P si o masd punctualda W egala
cu greutatea Iui OP (deci proportionala cu s). Comparand directiile si
marimile fortelor Bernoulli a obtinut ecuatia:
dy w s
=R a [4]
Prin transformari ingenioase, Johann Bernoulli confirma, ca daca
aceastd curba este o catenara, atunci se satisface ecuatiei diferentiale a lui
Leibniz de tipul:
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dy a
dx ~ J[yZ+zay’
Leibniz a continuat sa lucreze la problema liniei catenare si In
1696, a reusit sa gaseasca solutia completa [3]. El ajunge la concluzia ca
linia catenara trebuie sa corespunda ecuatiei:

aﬂ = fxwll + (y' (x))%dx.
dx J,

Adica, derivata scalata, in fiecare punct al curbei y(X) trebuie sa fie
egala cu lungimea arcului s(X) masurate de la varf. Acest lucru il deduce
imediat pe Leibniz la obtinerea ecuatiei diferentiale, care in aceasta forma
poate fi vdzuta in manualele de mecanica:

dy' dx

vi+(O'())* @

Solutia ecuatiei este cosinusul hiperbolic:

a — const.

X

) y = acha - a.

In asa mod ecuatia catenara a devenit unul dintre exemplele clasice
de ecuatii diferentiale de ordinul doi. Solutia completd a problemei
catenare a fost una dintre primele aplicatii ale calculului diferential si a
reprezentat o descoperire majora In matematica aplicata.

I11. Cosinusul hiperbolic si functia inversa [2,4]

Pentru x € R cosinusul hyperbolic (fig.6) este :

e*+e7*
ch(x) = ——

Domeniile ch: [0; +o0) — [1; +0) sunt o bijectie.
Inversa este Argch: [1; +o0) — [0; +0).

Figura 6. Graficul functiei cosinusul hiperbolic si a functiei inverse
Implementarea functiilor hiperbolice a dat un impuls folosirii pe
larg a arcului catenar de catre arhitecturi si ingineri constructori. Pana la
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aparitia erei computerelor, cel mai rapid mod de a le crea era sa atirne un
lant de lungimea necesara, dupa care se desena o curbd, dupa care se
construia un cofraj-suport si se instala intr-o pozitie inversata.

Un exemplu de aplicare a arcului catenar in arhitectura
secolului XIX este Gara Keleti [1]. Construita intre 1881 si 1884, este
remarcabild prin acoperisul in forma de arc catenar, care confera cladirii
o esteticd impresionanta si unicd. Structura portantd a acoperisului in
forma de arc catenar a fost folosit pentru prima data ca o caracteristica
arhitecturala inovatoare. Alcatuit dintr-o serie de arcuri catenare
interconectate, a permis construire unei acoperiri mari, fara stalpi si grinzi
in interiorul cladirii. Astfel, interiorul cladirii a fost lasat deschis si

nefragmentat, oferind o senzatie de spatiu larg si deschis. (fig.7)
> e -3 NS

4 3 =2 -1 0 1 2 3 4
Figura 7. Structura portantd inversata a acoperisului garii Keleti din
Budapesta

Dupa cum vedem din fig. 6 Ecuatia hiperbolei va fi :
X
=2ch—-2
y=eachy
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Principiul catenarei a fost folosit si de inginerul francez Gustave
Eiffel in constructia Turnului Eiffel din Paris in 1889. Eiffel a folosit
principiul pentru a determina forma si distributia optima a greutatii
turnului, permitandu-i sd stea nalt si puternic, in ciuda imensei sale
inaltime [3].

Antoni Gaudi, celebrul arhitect spaniol, a aplicat acest principiu in
mai multe dintre proiectele sale, in special in cadrul designului sau
revolutionar pentru biserica Sagrada Familia din Barcelona.

Gaudi a utilizat principiul catenarei pentru a proiecta arcele si
coloanele Tnaltului interior al bisericii. El a inteles ca o catena suspendata
sub propria sa greutate va avea o forma ideald, numita "forma catenei”.
Aceastd forma asigura o distributie eficienta a fortelor, ceea ce duce la o
structura mai rezistentd. Pentru a aplica acest principiu in proiectele sale,
Gaudi a utilizat modele tridimensionale suspendate, denumite "modelul
de catend", pentru a simula forma optima a structurii. El a realizat mai
multe teste si experimente pentru a gasi configuratia cea mai eficienta si
sa o integreze 1n designul sau arhitectural. [10]

Un exemplu concret al aplicarii principiului catenarei in proiectele
lui Gaudi este 1n proiectarea coloanelor interioare ale bisericii Sagrada
Familia. Aceste coloane au o forma curbata si evoca aspectul unei catene
suspendate. Prin folosirea principiului catenarei, Gaudi a reusit sa creeze
structuri solide si, in acelasi timp, sd ofere o frumusete estetica unica.

Aplicarea principiului catenarei 1n proiectele Iui Gaudi
demonstreaza abilitatea sa de a combina matematica si fizica cu arta
arhitecturald. Aceasta a contribuit la creatia unor structuri remarcabile si
inovatoare, care au devenit simboluri ale arhitecturii moderne si au avut
o influenta semnificativa asupra arhitecturii ulterioare.

Un alt exemplu notabil de utilizare a principiului catenarei in
arhitectura este Gateway Arch din St. Louis, Missouri, proiectat de
arhitectul Eero Saarinen in 1965. Arcul este realizat din otel inoxidabil si
se ridica in sus la 630 de picioare (1ft=0.3048 m ), cu o forma modelata
pe curba catenara pentru a asigura stabilitate si rezistentd maxima. [6]

In ultimii ani, principiul catenarei a fost utilizat intr-0 varietate de
proiecte arhitecturale moderne, inclusiv poduri, cupole si alte structuri.
Utilizarea sa permite modele mai eficiente si mai stabile care pot rezista
fortelor naturii si ofera o durabilitate si siguranta mai mare.

Principiul catenarei a fost folosit si In proiectarea pardoselilor din
beton armat la constructia Megaeroportului International din Kuweit de
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compania de arhitecturd din Londra ,,Foster and Partners”. Planseile
din beton armat in forma de arc catenar au fost proiectate datorita
durabilitatii si rezistentei lor. La proiectarea unui planseu din beton
armat, inginerii au luat in considerare greutatea betonului, greutatea
oricaror sarcini care vor fi plasate pe plangeu, potentialul de incovoiere
si fisurare. Principiul catenarei folosit au determinat forma optima a
planseului din beton armat, ce a minimizat incovoierea si fisurarea
constructiei, asigurand o rezistenta si durabilitatea maxima. Prin
proiectarea formei planseului pe baza principiului catenarei, inginerii au
proiectat o structurd care distribuie uniform greutatea betonului si a
oricaror sarcini, au optimizat grosimea planseului, reducand greutatea
totald a structurii si au micsorat substantial costurile de constructie. in
concluzie, principiul catenarei utilizat in proiectarea planseelor din beton
armat la Aeroportul International Kuweit a asigurat rezistenta,
durabilitatea si eficienta maximd a constructiilor ansamblului
aeroportuar.

Figura 8. Arcurile catenare ale Aeroportului International din
Kuweit

Concluzii:

Istoria arhitecturii confirma faptul, arhitectii au avut nevoie de
matematicd cel putin inca de pe vremea cand unul de-ai lor desena un
unghi drept cu ajutorul unei franghii cu 13 noduri. Faptul ca matematica
este o parte importanta a arhitecturii si evidentiata in tratatul lui Vitruviu
,»Despre arhitecturd” alcatuit cu aproximativ doud mii de ani in urma. La
inceputul secolului al XX-lea, Le Corbusier observa ca, oricat de diferita
sau noua ar fi arhitectura moderna, matematica este in centrul ei.
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In articol se descric cum in procesul dezvoltarii istorice a
arhitecturii sa folosit la proiectarea boltilor forma arcului catenar.
Arhitectii din vechime au folosit formele durabile ale naturii, cum ar fi
arcade in pesteri si arcade de stdncd naturald, pentru a concepe forme
abstracte a boltilor, si prin experimente in constructii reale, prin esecuri,
modificari, succese si evolutii de-a lungul mileniilor, au dezvoltat
“regulile artei” In construire. Implementarea acestor reguli au permis
constructia unor capodopere arhitecturale, care au supravietuit pana in
prezent. In articol se arati cum necesitatea rezolvarii problemelor
durabilititii au stimulat dezvoltarea matematicii $i mecanicii, si ca
exemplu, dezvoltarea calcului diferential au permis descrierea
matematicd si mecanicd a arcului catenar. Analiza teoreticd a arcului
catenar a stimulat folosirea lui pe larg in arhitectura moderna.
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