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Abstract:Se formulează şi se demonstrează noi proprietăţi ale substituţiilor de inversare pentru o buclă 
ternară cu proprietatea de inversare şi cu o unitate e. Aceste proprietăţi se aplică la determinarea ordinului 
sistemului de inversare şi a matricei de inversare pentru astfel de buclă. 
 
Cuvintele cheie: Cuasigrup ternar cu proprietatea de inversare ( 3 IP−  - cuasigrup), unitate,buclă ternară (
3 IP− -buclă), substituţii de inversare,sistem de inversare, matrice de inversare, substituţii ijI , matricea 

ijI⎡ ⎤⎣ ⎦ . 
 
 

Cuasigrupul ternar ( )Q A  se numeşte cuasigrup cu proprietate de inversare ( )3 IP cuasigrup− − [ ]1 , 

dacă pe mulţimea finită  Q  există substituţiile ijν ;  , 1,3;i j ∈  

1ii iiν ν += = Ε - substituţie unitară, astfel încât sunt satisfăcute egalităţile: 
 

3
1( ( ),A A x 12 2,xν 13 3 1)x xν =  

 
( 3

21 1 1, ( ),A x A xν 23 3 2)x xν =  
 

31 1( ,A xν 32 2,xν 3
1 3( ))A x x=  

 
pentru orice 3 3

1 .x Q∈  

ijν  - se numesc substituţii de inversare, iar matricea 
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31 32
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ν ν ε ε

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

se numeşte matrice 

de inversare pentru ( ),Q A  unde 1,3,i ∈ 1, 4j ∈ .  Fiecare linie ale acestei matrice se numeşte sistem de 
inversare pentru cuasigrupul ( )Q A . Dacă toate ijν ε= , atunci ( )Q A  se numeşte cuasigrup total simetric 
(TS - cuasigrup). 

Elementul e Q∈  se numeşte unitate pentru  3 IP−  - cuasigrupul  ( ),Q A  dacă 
 

( , , ) ( , , ) ( , , )A x e e A e x e A e e x x= = =  pentru orice .x Q∈  
 

Cuasigrupul ternar cu unitate se numeşte buclă ternară. Substituţiile ijI  pe mulţimea Q  sunt definite de 
egalităţile: 

 
1

1( , , , , , )
j i n j

i
ijA e x e I x e e

− − −
− =  pentru orice x Q∈  şi , 1,3i j ∈ . 

 
Evident că ijI e e=  pentru orice , 1,3i j ∈ . 
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Considerăm matricea 

12 13

21 23
ij

31 32

I I
I I

I ,
I I

ε ε
ε ε

ε ε

⎡ ⎤
⎢ ⎥
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unde 1,3i ∈ , 1, 4j ∈ , 4ii iJ J= = Ε                                                                                 [ ]2  

 
Ordinul sistemului de inversare a unei 3 IP−  - bucle este cel mai mic multiplu comun al ordinelor 

substituţiilor de inversare din acest sistem. Ordinul matricei de inversare a unei3 IP−  - bucle este cel mai 
mic multiplu comun a ordinelor sistemelor de inversare ale acestei matrice     [ ]3  

Propoziţia 1:Pentru orice 3 IP−  - buclă ( )Q A  cu  unitatea e şi cu matricea de inversare ijν⎡ ⎤⎣ ⎦ : 

 
2 1 2 1
12 13

n ne e e eν ν− −= ⇔ =  
 

 
2 1 2 1
21 23

n ne e e eν ν− −= ⇔ =  
 

 
2 1 2 1
31 32

n ne e e eν ν− −= ⇔ =  
 

Pentru orice n N∈  
Demonstraţie:  Această proprietate rezultă din următoarele egalităţi evidente: 
 

( )2 1 2 1
12 13, ,n nA e e e eν ν− − =  

 
 

( )2 1 2 1
21 23, ,n nA e e e eν ν− − =  

 
 

( )2 1 2 1
31 32, ,n nA e e eν ν− − =  

 
Propoziţia 2.Pentru orice 3 IP−  - buclă ( )Q A  cu matricea de inversare ijν⎡ ⎤⎣ ⎦  şi cu unitatea e: 

 
2 2
12 13

n nx x x xν ν= ⇔ =  
 
 

2 2
21 23

n nx x x xν ν= ⇔ =  
 

 
2 2
31 32

n nx x x xν ν= ⇔ =  
 

Pentru orice n N∈  şi orice x Q∈  
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Demonstraţie:  Fie 2
12

n x xν = , atunci ( )2 2 2
12 13 13, ,n n ne e x x x xν ν ν= ⇒ = . Fie 2

13
n x xν = . Atunci, din 

( )2 2 2
12 13 12, ,n n ne x e x x xν ν ν= ⇒ = .  Analogic se demonstrează şi celelalte echivalenţe.  

 
Propoziţia 3.  Matricea de inversare a unei 3 IP−  - bucle, care nu este 3 TS−  - buclă, are numai ordin 

par.   
Demonstraţie:  Presupunem contrariu că matricea de inversare ijν⎡ ⎤⎣ ⎦  pentru orice 3 IP−  - buclă ( )Q A

are ordin impar, adică 
ij

2n 1ν −⎡ ⎤ =⎣ ⎦ [Ε]. Aşa cum 
ij

2n 1ν −⎡ ⎤
⎣ ⎦ tot este matrice de inversare pentru ( )Q A , atunci 

( )Q A este 3 TS−  - buclă. Contrazicerea obţinută demonstrează propoziţia.  
 

Propoziţia 4. Dacă matricea de inversare ijν⎡ ⎤⎣ ⎦  a 3 IP−  - buclei ( )Q A  cu unitatea e are ordinul 4 2n − , 

n N∈ , atunci  
 

( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
12 13 12 13 13 12, , , , , ,n n n n n nA e e e A e e e A e e e eν ν ν ν ν ν− − − − − −= = =  

 

( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
21 23 21 23 21 23, , , , , ,n n n n n nA e e e A e e e A e e e eν ν ν ν ν ν− − − − − −= = =  

 

( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
31 32 31 32 32 31, , , , , ,n n n n n nA e e e A e e e A e e e eν ν ν ν ν ν− − − − − −= = =  

 
Demonstraţie: Din ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1

13 12 13 13, , , ,n n n nA e e e e A e e e eν ν ν ν− − − −′ ′= ⇒ = . Comparând cu egalitatea 

adevărată ( )2 1 2 1
13 13, , n nA e e e eν ν− −= , obţinem e e′ = . Analogic se demonstrează şi celelalte egalităţi. 

 
Propoziţia 5. Dacă pentru 3 IP−  - bucla ( )Q A  cu matricea de inversare ijν⎡ ⎤⎣ ⎦  şi unitatea e există 

n N∈ , astfel încât exact pentru o substituţie de inversare a fiecărui sistem de inversare 2 1n
ij e eν − = , atunci 

( )Q A are şi matricea de inversare  ijI⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

Demonstraţie: Fie 2 1 2 1
12 13

n ne e e eν ν− −= ⇔ = .  Atunci  
 

( )2 1 2 1 2 1
21 12 13 12, ,n n nI x e x e xν ν ν− − −= =  

( )2 1 2 1 2 1
31 12 13 13, ,n n nI x e e x xν ν ν− − −= =  

 
Analogic se demonstrează că 2 1n

ji ijI x xν −= . Deci 2 1 1n
ij ji ijI Iν − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤= =⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦  este matrice de inversare pentru 

( )Q A . Rezultă ijI⎡ ⎤⎣ ⎦  tot este matrice de inversare pentru ( )Q A . 
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