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Cu privire la pozit, ia reciprocă a unei drepte s, i a unei
suprafet,e de ordinul doi s, i a determinării distant,ei
minime dintre ele
BALTAG Iurie

Fie date ecuat,iile parametrice ale unei drepte în spat,iu s, i ecuat,ia unei suprafet,e
de ordinul doi:

𝑥 = 𝑙1𝑡 + 𝑥1; 𝑦 = 𝑙2𝑡 + 𝑦1; 𝑧 = 𝑙3𝑡 + 𝑧1 (1)

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 + 𝑐𝑧2 + 𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧 + 𝑑 = 0 (2)

Se consideră as, a valori ale coeficient,ilor ecuat,iei (2), pentru care această ecuat,ie
determină în spat,iu o suprafat,ă reală de ordinul doi (sferă, elipsoid, paraboloid,
hiperboloid, suprafat,ă conică sau cilindrică).

Se examinează următoarele probleme:

(1) Pozit, ia reciprocă a unei drepte s, i a unei suprafet,e de ordinul doi în
spat, iu.

(2) Determinarea distant,ei minime de la o dreaptă până la o sferă.

(3) Determinarea distant,ei minime de la o dreaptă până la un paraboloid.

(1) Pentru a determina pozit,ia reciprocă a dreptei s, i a suprafet,ei date înlocuim
expresiile pentru x, y s, i z din (1) în ecuat,ia (2) s, i obt,inem o ecuat,ie de gradul doi
în raport cu necunoscuta t. În dependent,ă de numărul solut,iilor reale ale acestei
ecuat,ii sunt posibile următoarele cazuri:

a) dreapta s, i suprafat,a au două puncte comune; b) au un singur punct comun;
c) nu au nici un punct comun (nu se intersectează); d) dreapta apart,ine suprafet,ei,
în acest caz substituind expresiile pentru x, y s, i z din (1) în ecuat,ia (2) obt,inem o
identitate, adică o egalitate adevărată pentru orice t real.

Pentru a afla punctele de intersect,ie ale dreptei cu suprafat,a dată, în cazurile
a) sau b), înlocuim solut,iile ecuat,iei (valorile parametrului t ) în ecuat,iile (1) s, i
determinăm coordonatele acestor puncte.
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CU PRIVIRE LA POZIŢIA RECIPROCĂ A UNEI DREPTE ŞI A UNEI SUPRAFEŢE DE
ORDINUL DOI ŞI A DETERMINĂRII DISTANŢEI MINIME DINTRE ELE

(2) Fie dată ecuat,ia unei drepte determinată de ecuat,iile (1) s, i a unei sfere de rază
𝑅 cu centrul într-un punct dat 𝐶. Fie, că dreapta nu are nici un punct comun cu
sfera dată.

Pentru a afla distant,a minimă dintre dreaptă s, i sferă deducem mai întâi ecuat,ia
planului 𝜋 ce trece prin centrul sferei perpendicular pe dreapta dată. Vectorul
director al dreptei poate fi luat în calitrate de vector normal al acestui plan.

Apoi aflăm punctul 𝑀 de intersect,ie al planului 𝜋 cu dreapta dată, înlocuind
expresiile pentru 𝑥, 𝑦, 𝑧 din ecuat,iile parametrice ale dreptei în ecuat,ia acestui plan.
Distant,a căutată va fi ℎ = |𝑀𝐶 | − 𝑅.
(3) 3) Fie dat un paraboloid de ecuat,ie 𝑧 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 + 𝑐 s, i o dreaptă dată de

ecuat,iile (1). Fie, că dreapta nu are nici un punct comun cu paraboloidul. Pentru a
afla distant,a minimă dintre ele luăm un punct arbitrar de pe paraboloid 𝑀 (𝑥; 𝑦; 𝑧) s, i
un punct arbitrar de pe dreaptă 𝑁 (𝑥′; 𝑦′; 𝑧′) s, i alcătuim funct,ia pătratului distant,ei
dintre aceste puncte:

𝐹 = (𝑥′ − 𝑥)2 + (𝑦′ − 𝑦)2 + (𝑧′ − 𝑧)2 =

= (𝑙1𝑡 + 𝑥1 − 𝑥)2 + (𝑙2𝑡 + 𝑦1 − 𝑦)2 + (𝑙3𝑡 + 𝑧1 − 𝑎𝑥2 − 𝑏𝑦2 − 𝑐)2 (3)

𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑦) este o funct,ie de trei variabile, pentru care trebuie să aflăm valoarea
minimă. Aplicăm condit,ia necesară de extrem s, i obt,inem următorul sistem:


𝐹′

𝑡 = 0
𝐹′

𝑥 = 0
𝐹′

𝑦 = 0
⇒


𝑙1(𝑥′ − 𝑥) + 𝑙2(𝑦′ − 𝑦) + 𝑙3(𝑧′ − 𝑧) = 0

𝑙3 − 2𝑎𝑙1𝑥 − 2𝑏𝑙2𝑦 = 0
𝑏𝑥(𝑙2𝑡 + 𝑦1 − 𝑦) − 𝑎𝑥(𝑙1𝑡 + 𝑥1 − 𝑥) = 0

(4)

Din a doua s, i a treia ecuat,ie a sistemului (4) exprimăm necunoscutele 𝑦 s, i 𝑡 prin
𝑥 s, i înlocuim în prima ecuat,ie, care devine o ecuat,ie de gradul trei cu o singură
necunoscută 𝑥.

Prin urmare, în dependent,ă de coeficient,ii din ecuat,iile dreptei s, i cei din ecuat,ia
paraboloidului, sistemul (4) determină cel put,in unul s, i cel mult trei puncte de
extrem posibil.

Punctele obt,inute pot fi studiate la extrem cu ajutorul criterului lui Silvestru
sau a altui criteriu.

Exemplu. Să se determine distant,a minimă de la paraboloidul de ecuat,ie
𝑧 = 𝑥2+ 𝑦2+1 până la dreapta dată de ecuat,iile parametrice 𝑥 = 𝑡; 𝑦 = −𝑡; 𝑧 = 2𝑡.

Rezolvare. Determinăm pozit,ia reciprocă a paraboloidului s, i dreptei date.
Înlocuim în ecuat,ia paraboloidului expresiile variabilelor din ecuat,iile parametrice
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ale dreptei s, i obt,inem o ecuat,ie pătrată ce nu are solut,ii reale. Prin urmare, dreapta
nu intersectează paraboloidul.

Funct,ia determinată de ecuat,ia (3) va fi 𝐹 (𝑡; 𝑥; 𝑦) = (𝑡 − 𝑥)2 + (𝑡 + 𝑦)2 +
(2𝑡 − 𝑥2 − 𝑦2 − 1)2. Alcătuim pentru ea sistemul (4) s, i îl rezolvăm:


6𝑡 − 𝑥 + 𝑦 − 2𝑥2 − 2𝑦2 − 2 = 0

2 − 2𝑥 + 2𝑦 = 0
𝑦𝑡 + 𝑥𝑡 = 0

⇒



{
𝑡 = 0, 𝑦 = 𝑥 − 1
4𝑥2 − 4𝑥 + 5 = 0{

𝑥 + 𝑦 = 0; 𝑦 = 𝑥 − 1
𝑡 = 2/3

ª®®®®®¬
Primul sistem nu are solut,ii reale, iar din al doilea determinăm punctul 𝑃

(
1
2;−1

2; 2
3

)
.

Aplicând criteriul lui Silvestru, ne convingem, că acest punct este un punct de
minim al funct,iei 𝐹. Putem determina s, i punctele de pe paraboloid s, i de pe
dreaptă, distant,a dintre care este distant,a minimă căutată: 𝑀 (1/2;−1/2; 3/2),
𝑁 (2/3;−2/3; 4/3), |𝑀𝑁 | =

√
3

6 . Răspuns: 𝑑 =
√

3
6 .
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