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Abstract: Paccmampugaromes eunepbonuyeckue yHKYuu ¢ pazuvlx movex 3penus. Bo-nepesvix, ycma-
HABAUBAIOMCSL HEKOMOPbLE COOMHOWEHUS OJIsL POPMYI CLONHCEHUsL, 0Nl POPMYIL OBOUHO20 apeyMeHma, OJis
@opmyn nonusxcenus cmenenu u 0p. C HOMOWBIO NPOU3BOOHBIX NPOBEOCHO NOJHOE UCCLe008aHUe GCeX Ye-
molpex eunepooIudeckux GyHKyuil. Yxazauvl munslt 2unepooiudeckux nOOCMAano80K, ¢ NOMOUbIO KOMOPbIX
MOJICHO UHMESPUPOBAMb UPPAYUOHATIbHBLE QYHKYUU ONpedeNeHHOU hopmbl.

Cuvinte cheie: functii hiperbolice, functii pare §i impare, functia exponentiald, hiperbola, ecuatiile
parametrice, integrarea fractiilor irationale.

Studiul oricarei functii presupune, in primul rand, acumularea unor informatii ample despre proprietatile
acesteia. Una dintre aceste proprietiti este paritatea (imparitatea) functiei. O functie se numeste para
(respectiv, impard), dacd f(—x)= f(x) (respectiv, f(—x)=—f(x)). Se stie, ca oricare functie poate fi
prezentatd ca suma a doud functii — una pard si una impara. Pentru functia exponentiald f(x)=e" aceste
doua functii sunt cosinusul hiperbolic ch x si sinusul hiperbolic sh x, definite astfel:

e +e” e —e”

chx = , shx=

Termenul de ,,functii hiperbolice” se datoreazd urmatorului fapt. Hiperbola, cu ecuatia ei canonica
x*/a*—y*/b* =1, admite si ecuatii parametrice, acestea fiind:
x=a-cht, 5 xX=-—a-cht, L
(pentru ramura dreaptad); (pentru ramura stanga).
y=b-sht; y=b-sht.
Rolul functiilor definite parametric se vede, de exemplu, la calcularea integralelor curbilinii.
Reiesind doar din definitia functiilor ch x si sh x, se stabilesc unele proprietiti de-ale lor, de exemplu:

1. ch’x+sh’x = ch2x; 2. ch*x—sh’x =|; 3. sh(xt y)=shx-chy *chx-shy;
4. ch(xt y)=chx-chy £ shx-shy, 5. sh2x=2shx-chx; 7. ch3x=4ch’x—3chx;
8. chzxzm; 9. Sh2x=%.

Aceste proprietdti aproprie functiile hiperbolice de cele trigonometrice (circulare), desi nu au
proprietatea principald a acestora: periodicitatea.
Ca si in cazul functiilor trigonometrice, se mai definesc doua functii: tangenta si cotangenta hiperbolica:
shx e —e™ chx e +e*
ﬂ’lx:—:ﬁ; cthx=—=ﬁ.
chx e +e shx e —e”
Cum functiile hiperbolice se exprimad prin functiile exponentiale e* si e, relativ simplu se obtin
formulele pentru derivarea lor:
(shx)'=chx; (chx)'=shx; (thx)'=1/ch’x; (cthx)'=—-1/sh’x.
Aplicand aceste derivate, s-a efectuat un studiu complet al tuturor celor patru functii hiperbolice si s-au cons-
truit graficele lor. Ca exemplu, graficele a doua dintre ele, sh x si cth x, sunt prezentate in Fig. 1 si Fig. 2.
Din formulele de derivare a functiilor hiperbolice rezultd si formulele de integrare a acestora:

1. jshxdx =chx+ C; 2. Jchxdx =shx+C; 3. J‘thxdx = Inchx+C;

=-cthx +C.

=thx+C; 6. .[ Z);

d.
4. J-cthxdx =lIn|shx| +C; 5. I )ZC
X sh”x

ch
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Un interes deosebit prezintda aplicarea substitutiilor hiperbolice, prin asemanare cu substitutiile trigono-
metrice, la integrarea unor expresii irationale. Sa examinam integrala IR (x,ﬁ )dx, unde 7 este un trinom

patrat de variabila x, iar R — o functie rationald de cei doi argumenti. Prin separarea patratului perfect si o
substitutie liniard trinomul 7 se aduce la una din formele £+ m’; m’-¢ ; deci si integrala initiali se aduce

Yy | Y
y=cthz
y=shz 1
0 T 0 z
— ——
Fig. 1 Fig. 2

la unul din urmaétoarele trei tipuri:

L ( )dt 2 | ( )dt 3 | ( t+m)dt.

In fiecare caz se poate efectua cate o substitutie hiperbolica rationalizatoare, respectiv:
1. t=mthz 2 t=mchz 3. t=mshz.
In comparatie cu substitutiile trigonometrice, substitutiile hiperbolice necesita calcule mult mai simple.

VX +3

In calitate de exemplu, vom afla integrala I = I—dx, pentru care poate fi efectuatd substitutia
X

3shr. Atunci x* = 3sht; \x* +3 =~3sh’t +3 = \3(sh’t +1) =\3ch*t =~3cht ;
dx = (\/gsht)' dt = \/5 ch ¢ dt. Prin urmare,

J‘\/_Cht \/’hd J'Cht J'S/’l t+1d J-(

jdt—t—ctht+C1
sh t

. i . . X o 2x ) 5
Revenind la substitutia efectuatd, x = \/g sh ¢, aflim sh 1t = —= sau €' —e' =—=. Rezolvand aceasti

V3 V3
[2
ecuatie in raport cu necunoscuta f, aflim ¢ = ln(x—lr\/x2 +3)—ln\/§. Cum cht =~/1+sh’t :XTH,

ht  Nx*+3 Vx*+3
aflim cth ¢ :c_:x—. Astfel, :ln(x—lr\/x2 +3)—1n\/7—x—+C1 sau, definitiv,
X

sht X
/ 2
1 :ln(x+\/x2 +3)—x—+3+C.
X

Aplicand substitutiile trigonometrice, aflarea acestei integrale ar fi fost mult mai dificila.
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