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DISCONTINUOUS SOLUTIONS FOR PLATE ANALYSIS IN CLASSICAL THEORY

Summary. In this paper a new numerical method in the mechanics of deformable solid bodyis proposed - indi-
rect boundary element method (BEM) based on discontinuous solutions. These discontinuous solutions, obtained by
prof. Gh. Moraru, have been applied for analysis of plates with arbitrary shapes, different bearing modes and types of
loads. For the proposed method, the numerical implementation was performed and a computational program was
developed in the Matlab programming language. Using this program, were calculated the displacements and the
internal efforts in plates with different bearing modes and cases of loading. The obtained results were compared with
the finite element method (FEM) and an analytical method (Fourier trigonometric series).
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Rezumat. In aceastd lucrare se propune spre cercetare o noud metoda numerica in mecanica corpului solid de-
formabil - metoda elementelor de frontiera (MEFr) indirecta bazata pe solutii discontinue. Aceste solutii discontinue,
obtinute de catre prof. Gheorghe Moraru, au fost aplicate la calculul placilor de contur arbitrar, cu diferite moduri
de rezemare si diferite tipuri de incdrcari. Pentru metoda propusa a fost efectuatd implementarea numerica si a fost
elaborat un program de calcul in limbajul de programare Matlab. Cu ajutorul acestui program au fost calculate depla-
sarile si eforturile interioare in placi cu diferite moduri de rezemare si diferite cazuri de solicitare. Rezultatele obtinute
au fost comparate cu metoda elementelor finite (MEF) si cu o metoda analitica (serii trigonometrice Fourier).

Cuvinte-cheie: placa, metoda elementelor de frontiera, solutii discontinue, ecuatii integrale, functii Green.

INTRODUCERE

La momentul actual, una dintre cele mai utilizate
metode numerice de calcul in diferite domenii de cer-
cetare (mecanica corpului solid deformabil, mecanica
fluidelor, termoelasticitate etc.) este metoda elemente-
lor finite (MEF). Aceastd metoda are un sir de avantaje
in comparatie cu alte metode numerice, cum ar fi: ca-
racterul sau general, spectrul larg de utilizare, simpli-
tate in programare, eficacitate la calculul nelinear etc.
In ciuda raspandirii largi in tehnica, MEF se confrunti
totusi §i cu un sir de deficiente, printre acestea numa-
randu-se sistemele masive de ecuatii liniare, volumul
mare de informatie initiala, utilizarea masivd a memo-
riei operative si a spatiului de stocare al calculatorului,
ineficienta la rezolvarea problemelor cu concentrari
de tensiuni si domenii infinite etc.

In ultimele decenii a inceput sa se dezvolte intens
metoda elementelor de frontiera (MEFr). Cele mai
importante avantaje ale metodei respective sunt: redu-
cerea numarului de necunoscute cu o unitate, infor-
matie inifiald minimd, precizie inalta, eficienta in pro-
bleme cu concentréri de tensiuni, probleme de contact
si domenii infinite etc.

In MEFr ecuatiile integrale pot fi obtinute pe doua
céi: directa si indirectd. La baza metodei directe se
afld teorema reciprocitétii lucrului mecanic (teorema

Maxwell-Betti) [1, pp. 83-95] si solutiile fundamentale
reprezentate de functiile de influentd Green [2] pentru
un domeniu infinit. Cel mai mare dezavantaj al me-
todei directe constd in faptul ca nu pot fi satisfacute
toate conditiile de frontiera posibile. In cadrul meto-
dei indirecte, in prima etapd se rezolvd singularitatile,
astfel incat sd fie satisfacute conditiile pe frontiers, iar
in a doua etapa se calculeazé valorile necunoscutelor
pe frontiera in functie de solutiile singulare.

In aceastd lucrare se propune o varianti noui a
metodei indirecte elaborate in baza solutiilor discon-
tinue. Aceste solutii discontinue au fost obtinute de
catre prof. Gh. Moraru cu ajutorul transformarii ge-
neralizate Fourier [3] si sunt descrise in monografiile
(4, 5].

Metoda propusa oferd posibilitatea de a formula
ecuatiile integrale pentru placile cu diferite moduri de
rezemare si cu diferite defecte, ea este eficienta la re-
zolvarea problemelor ce prezinta singularitati.

SOLUTIILE DISCONTINUE PENTRU
PLACA INFINITA PROVENITE
DIN SALTURI CONCENTRATE

Sevaconsiderao placainfinitdavand peaxay (x=0)
un defect (fisurd, articulatie plasticd, gaura etc.) (figu-
ral).
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Figura 1. Placa infinita cu defect.

Traversand de la o parte a defectului la cealalta,
functiile pot avea salturi: sageata w, unghiul de roti-
re 6 , momentul de incovoiere M, forta tdietoare ge-
neralizata V. Aceste salturi se vor nota:(w(y)),(6, (),
(M), (V).

Relatiile dintre deplasari si salturi pot fi scrise in
forma matriciala

(w(»))
W(x’y) 81 8 813 8u <9 y>
Gx(x,y) =182 8n 8x 8u <]Mx( )> )
gy (x,y) 831 8n 81 8u <VX y)>
X y

(1)
Relatiile dintre eforturi si salturi:

M, (x,y) hh ly Ly ly <w(y)>
My (x,y) Ly by 1y Iy <9 (y)>
M, (x,y) =l b Ly Ly Ly A/[x )
0, (x, y) by lp Ly Iy < ) (y)>
0, (X,y) s I I s, <Vx (y)>

)
Relatiile dintre fortele transversale generalizate si
salturi:

{V;(xa)/)}:':ln l12 113 114 115}
Vy(x,y) Ly Ly Ly L Ly

Elementele g, ¢, I au forma

M%[(yv)xu(m)yz];

&=

_ 2
3(1-v) Dig N
BT

1n= 4—6x2y2+y4);
2z
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I, 23(1_—‘/)1)[(7—31/))66 SS(11=7v)x'y +

271"
-i—5(1—5v)x2y4 +(3+V)y6];

: (4)
unde: r=./x"+)* reprezintd distanfa de la punct
péana la saltul concentrat;

v — coeficientul lui Poisson; h — grosimea placii;
E - modulul de elasticitate;

D = EW’/12(1-v) - rigiditatea cilindricd a placii.

EFORTURI IN PLACA DE CONTUR
ARBITRAR

Folosind solutiile de la salturile concentrate ca
functii Green, prin superpozitie pot fi scrise solutiile
discontinue pentru defectul amplasat pe conturul L
(figura 2). Trecand de la sistemul local de coordonate
(Y,)_/) la sistemul local (#,t) amplasat in orice punct
P, se obtine:

w'(P) = [W(P,Q)dsy;
0.(P)= J.[éx (P,Q)cosy +6,(P,0)sin 7stQ;

M, (P)= j (P,Q)cos’ y+ M ,(P,Q)sin® y + -
5

+2M (P,Q)cosysin y]ds ;

M (P)= j{[M (P,0)-M (P,0Q) ]cosysm7/+

+M (P, Q)(cos y —sin )/)} ds,;

Q. (P)= I[Q (P.Q)cosy+0, (P.Q)siny |ds,;

oM,

X
Figura 2. Sisteme de coordonate locale amplasate
pe defectul L.
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Bara de sus aratd cd functiile respective sunt

prezentate in coordonate locale (x y) Functiile g,
t;» I, pot fi obtinute din relatiile (4) substituind x,
cux, siy, cuy,.

Pentru a obtine ecuatiile integrale, starea de de-
formatie a placii este prezentata ca suma a doua stari.
Prima (notatd cu cerculet) provine de la sarcina exteri-
oard. A doua (notata cu asterisc) provine din salturile
concentrate pe linia L a defectului (6).

w(P)=w"(P)+w (P);
M, (P)=M;(P)+M,(P);
0,(P)=0:(P)+0,(P);

V,(P)=V;(P)+V,(P).

n

(6)

IMPLEMENTAREA NUMERICA

Se va studia o placd de contur arbitrar avand dife-
rite conditii de frontierd (figura 3). Pe lungimea con-
turului L, placa va fi consideratd simplu rezemata, pe
L, incastratd si pe L, - libera.

Frontiera placii va fi consideratd ca defect intr-o
placa infinitd. Traversand din interiorul regiunii ocu-
pate de placi spre frontiera defectului, functiile w, 6,
M, , V pot avea salturi. Traversand din exteriorul
regiunii ocupate de placa spre frontiera defectului
aceste salturi vor fi considerate nule.

x

Figura 3. Placd de contur arbitrar avand diferite moduri
de rezemare.

Folosind conditiile de frontierd se va obtine:
. pentru conturul 51mp1u rezemat (L)

w+w =0; M +M? =0,
. pentru conturul 1ncastrat (L)
w+w =0; 0 +67 —0

* pentru conturul liber (L )

M +M? =0; V+V"—O

Solutiile w, 9: . M ; si Vn* provenite din salturi
sunt date de relatiile (5).

Solutiile w”, 87, M si V” depind de tipul sar-
cinii exterioare. De exemplu, daca placa este actionatd
de o forta concentrata F aplicata in punctul cu coordo-
natele a, b, fatd de originea sistemului global, atunci
solutia in nodul 7 situat pe frontiera L va fi:

w =F- g14(
0,=F |:ng24(
M;’.:F[n e

—-a,, " —b );
—a,,y" =b )J
—-a,, )" —b )+n2tz4(x —-a,, )" —b )+

—-a,, " =b )J,

—a,, )y —b, )+n 124<

—ay,y; —b )+”vg34(

+2n.nt (

X "y 34

V= [” 114( —ay, ¥ =b )J

(7)
unde xl.m , ylf" sunt coordonatele nodului elementu-
lui de frontierd i in sistemul global, iar n_= cosa si
n_= sina.

Discretizand conturul L (L=L +L,+L,) intr-un set
de elemente constante, se va obtine urmatorul sistem
de ecuatii liniare

Z”’;f<w.f>+ > W;<0nj>+ZWt§'<Mnf>+

J=ng3 J=nings J=ng,
4 _ 0. P
+ Z ‘4’,-]-<V;j>——wi» (l_nu’nm)
J=npsng,
ZH.‘.<W.>+ > 9?<9.>+Z¢9.3.<M4>+
i\ i \7nj ij nj
J=nr3 J=npyangs J=n.y

+,Z 9;<an>:_9;i; (i=n,,)

J=RLNL
1 2 3
> m,-j<wj>+ 2. m <9/>+ 2 m,.j<Mn]>+
J=nr3 J=Npsng3 J=n,
4 _ o
+ z mij<I/l1j>__Mnt’ (l nu’nm)
J=npsng,
1 2 3
2.V <Wj>+ 2 v <‘9nj>+ 2. <Mnj>+
J=ng; J=npysn 3 J=ny
4 _ 0. c_
+ 2 <an>__Vm'° (i=n)
J=ngng,
(8)
unden, ,n, ,n - reprezintd numdrul de ordine al ele-

mentelor de pe conturul L, L, si respectiv L.
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Termenii wl.lj, wi]z. s s vg se vor calcula utilizand
solutiile din (4), substituind in acestea x cu X;" si y
cu y" =1 ,incare X;", " sunt coordonatele locale
ale elementelor; —lj / 2<n < lj / 2.

wy =g, (x5 -7 i

/

J

v = [T (5 37 =) eosy + T, (%757 ~7)siny Ja:

l

In forma matriciala ecuatiile (8) vor avea forma
v}
-0}
)

{<Vn/>} {_V’;}

(w1 D] Dwy] [wy]
91 1 81 197 |10
(][] [m] D]

vl Dyl Dyl Dy

)
sau in forma compacta:
[A] ZneXZne'{X}Zne = {B}Zne- (10)
Prin rezolvarea sistemului de ecuatii (10) se vor
face cunoscute toate salturile de pe frontiera, astfel pot
fi calculate deplasdrile si eforturile in orice punct din
interiorul placii, acestea fiind exprimate prin salturile
obtinute.

Y

Yg

o) L X
Figura 4. Pozitia punctului interior in raport

cu elementele de frontiera constante.

De exemplu, daca este necesar de calculat sdgeata
intr-un punct k din interiorul placii (figura 4), expre-
sia va cdpata forma
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W = Zg]1<wj>+ 2 g'2<9"f>+ Zg13<M"j>+J

J=ng3 J=npysngs J=ngy
o

+ Z gl4<an>+Wk‘

J=npysng,

(11)
Unghiul de rotire a sectiunii in punctul k ce actio-
neazd pe directia d

6 = Z(cg21+sg3l)<wj>+ Z (Cg22+sg32)<€"j>+

J=n3 J=Enpng;

+Z(Cg23+sg33)<Mnj>+ Z (ng4+sg34)<an>+
J=ng, J=npyng,
tn 0 +n0;.
(12)

Momentul in punctul k ce actioneaza pe directia d

M= (c2 t,+s’t, +ZCst31)<wj>+

J=n3

+ Z (c2 t,+8°t, +2cst32)<9nj>+

J=npysngs

+> (02 t,+s’t,, +2cst33)<Mnj>+

J=ngy

+ Z (02 L, +s't, +2cst34)<an>+

J=npsng,

2 0 2 0 0
+n My +n M +2nn M, . (13)

Forta transversald in punctul k ce actioneaza pe
directia d

Q! = Z(ct41+st51)<wj>+ Z (ct42+sts2)<9nj>+

Jj=n3 J=npngs
+ ) (cty+ st53)<Mnj> + Y (ct,+ st54)<an>+ Q0
J=ng, J=Enpisng,

+n, O + nijik

(14)
Termeniig, , g, .- » £, se vor calcula utilizand so-
lutiile din (4), substituind x; cu x, si y, cu y,;
x, si y, - reprezinta coordonatele punctului k in
sistemul global;
c:cos(ﬂk —aj); s:sin(ﬂk —aj); n, =
=cos[3k; n,= sinﬁk;
W 05 s ., Oy, ~ reprezintd solutiile in punctul
k provenite din sarcina exterioara, care pot fi deter-
minate folosind relatiile (7), substituind x" cu x,

st y"cu y,.
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REZULTATE SI ANALIZE

In baza solutiilor discontinue a fost elaborat un
program de calcul in limbajul de programare Matlab.
Ca exemplu de calcul s-a cercetat o placad patratd cu
diferite moduri de rezemare, solicitata la centru de
o forta concentrata F (figura 5). Laturile: x = -a/2 si
x = a/2 vor fi considerate simplu rezemate; y = -b/2 -
incastrata; y = b/2 - libera.

Y Y

b2

b/2

a/2

L e

Figura 5. Placd patratd avand diferite moduri
de rezemare a laturilor.
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Figura 7. Deplasarea verticald w pe sectiunea centrala
y=0.
CONCLUZII

In lucrare au fost prezentate solutiile discontinue
pentru calculul placilor in baza ipotezelor clasice.
Aceste solutii au fost implementate numeric si in baza
lor a fost elaborat un program de calcul, in limbajul de
programare Matlab. Rezultatele obtinute cu ajutorul
acestui program s-au dovedit a fi in corespundere cu
cele analitice si cu cele ale MEE.

De mentionat cd in calcul s-au utilizat elemente
de frontierd constante si intr-un numdar cu mult mai
redus fatd de MEE

MEFr bazata pe solutii discontinue prezintd o di-
rectie noud de cercetare care deschide noi orizonturi
in mecanica corpului solid deformabil. Intrucat me-
todele elementelor de frontiera sunt considerate rela-
tiv noi, pana la momentul actual, in baza acestora au
fost realizate foarte putine programe de calcul, iar im-

In continuare este prezentat cAmpul deplasirilor
verticale w (figura 6) obtinut cu ajutorul programu-
lui de calcul sus-mentionat. Rezultatele obtinute prin
MEFr bazatd pe solutii discontinue au fost comparate
cu MEF si cu metoda analiticd (serii trigonometrice
Fourier) [6], fiind prezentate sub forma de diagrame
(figura 7, 8). Din aceste diagrame se observa ca rezul-
tatele obtinute practic coincid.

: et |
£ 1 1o

05 0.5

-18

05 0.5 107

¥ x

Figura 6. Campul deplasarilor verticale w.
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Figura 8. Deplasarea verticald w pe sectiunea centrala
x=0.

plementarea numerica a solutiilor discontinue ofera
posibilitatea de a elabora noi softuri pentru calculele
ingineresti.

P.S.: Autorul dedica acest articol regretatului profe-
sor universitar, doctor habilitat Gheorghe Moraru.

BIBLIOGRAFIE

1. Rizzo E J. An integral equation approach to boundary
value problem of classical elastostatics. Q. Appl. Math. 1967.

2. Dufty D. G. Green’s Functions with Applications. New
York: Chapman & Hall/CRC, 2001, 464 p.

3. Sneddon L. N. Fourier Transforms. New, York, Toron-
to, London: McGraw-Hill Book Co, 1951, 542 p.

4. Mopapy I. A. MeTop paspbIBHBIX pENIEHNIT B MEXaHU-
ke gedopmupyembix e Kumnes: Hltymuia, 1990, 127 p.

5. Moraru Gh. Discontinuous solutions in the statics of
deformable bodies. Chisinau: Tehnica-Info, 2015, 396 p.

6. KonukoBckmit 3. IDmmTer. CraTmdeckme pacyeTsl.
Mocksa: Ctpormspar, 1984, 480 p.

Axapemos 1/2018 | 35




