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The following articles describe methods of
processing mathematic-statistic experimental
data, also with the help of the computer. The
research works with the help of these methods
will obtain the most information from the re-
sults of the fulfilled experiments.

Partea I. Experimente pasive.

Notiunea ,,experimente pasive” necesitd co-
mentarii. Aceasta notiune a aparut in secolul trecut
pentru a face diferenta intre experimente obisnuite
clasice, pasive, in care in cursul experimentarii se
variaza numai un singur factor x, si noul tip de expe-
rimente, active, in care in timpul experimentarii se
variaza mai multi factori X, conform unui plan spe-
cial. Multi savanti nu admit notiunea ,,experimente
pasive”. Ei sustin cd nu existd niciun experiment pa-
siv. In fiecare experiment, chipurile, se implica activ
cercetatorul. Poate ca asa si este. Insd aceasta este
terminologia stiintifica, acceptatd in toata lumea.

Pe parcursul multor ani autorul a examinat o
problema foarte actuald pentru stiintd. Este vorba
de elaborarea modelelor matematice optimale pe
baza datelor de observatie pentru descrierea dife-
ritelor fenomene. In urma acestor cercetari a fost
obtinutd o noud metodd complexd cu multe trepte
pentru constructia modelelor, inclusiv cu evidenta
sensului fizic al fenomenelor studiate.

Se stie cd numarul modelelor posibile pentru
descrierea unui fenomen y depinde de numarul fac-
torilor x, care sunt luati In evidenta. De exemplu,
in cel mai simplu caz, cand y depinde numai de un
factor x, modele posibile pot fi:

y=ax (1)
y=a+bx )
y=a+bl/x (3)
v =1/(a+ bx) 4)
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y =x/(a+bx) (5)
y =ab* (6)
vy =ae™ 7
yv=1/(a+be™” (®)
y=ax" )
y=a+blgx (10)
y=al(b+x) (11)
y=ax/(b+x) (12)
y= aeb/x (13)
y=a+bx" (14)

Asa formule pot fi multe, dar totusi numarul lor
este in cel mai simplu caz, care se studiaza, limitat.
De observat ca toate formulele acestea pot fi liniari-
zate si, ca rezultat, coeficientii a,b pot fi determi-
nati pe baza datelor de observatii cu metoda patra-
telor minime. In cazul, in care numarul factorilor X,
este mai mare decat 1 (>1), numdrul tipurilor de
modele creste la infinit [2].

Sistemul de ecuatii, asa numite normale, poate
fi liniar, liniarizabil si neliniar. In primele doui ca-
zuri pentru obtinerea modelelor matematice pe baza
datelor experimentale poate fi utilizatd metoda pa-
tratelor minime. Ultimul caz e mai complicat. Aici,
pentru a determina coeficientii modelului matema-
tic, este necesar de a rezolva un sistem de ecuatii
algebrice neliniare, ceea ce, dupa cum se stie, nu
e deloc simplu. Metoda patratelor minime este un
caz particular a metodei de verosimilitate maxima-
14, cand datele de observatie sunt distribuite normal
(asa numita distributia lui Hauss). Daca functia y
(fenomenul examinat, variabila dependentd) este o
valoare continua (nu discretd), atunci probabilitatea
faptului ca aceasta functie in populatia statistica ge-
nerald va avea o oarecare valoare este:

P(y, B)dy, (15)

unde S este un parametru necunoscut, care va fi de-
terminat in cursul rezolvarii problemei.
Formand un esantion finit cu volumul 7 din po-
pulatia statistica generald, obtinem valorile:
VisVysees Yy (16)

Procesul de sustragere a membrilor esantionu-
lui trebuie sa fie asa, ca probabilitatea obtinerii noii
valori sa fie independenta de valorile obtinute pre-
cedent. Probabilitatea de a obtine valorile (15) este
egala:

dP = Ldy,dy,..dy, (17)
unde:
Ly, Yy Vs B) = (18)

=Py, BIP{y,, B} -P{y,. B}

nr.1-2 (9), februarie 2008 - 83



Akademos

Functia L poartd numele de functie de verosi-
militate. Estimarea in esantion a parametrului S este
parametrul b.

In practicd este mai comod de a opera nu cu
functia L, ci cu logaritmul ei, de aceea determina-
rea parametrului b poate fi efectuata prin rezolvarea
ecuatiei cu derivata partiala:

olg L(y;b) _0 (19)
ob
Daca distributia (repartitia) valorii y in popula-
tia statistica generald este normald, atunci probabi-
litatea de a obtine y intre y si y+dy este:

1
P(y;m;07 )dy = ———exp— <(y i >dy (20)
2no 20

Pentru un esantion aleator cu volumul n se poate
de scris:

L<y;77;0'2> :WX

X eXp<— - i(y,» - 77)2>

Este clar ca functia de verosimilitate L va atinge
maximumul 1n cazul in care suma patratelor devie-

1

21)

: 2 . .
rilor Z( v, —n)" va fi minima. De aceea §i me-
i=1
toda se numeste metoda patratelor minime.
Din aceasta se obtine ecuatia generald a metodei
patratelor minime:

-zl

(22),

unde 77| [3,x | este functia de la variabila indepen-
denta de orice forma (liniard, neliniard) cu un sistem

(vector) de coeficienti /?, constanti pentru fiecare
fel de functie, care de fiecare data trebuie determi-
nati.

In cel mai simplu caz, cand sistemul de parame-
tri este liniar, ecuatia (22) se simplifica:

2
=1
U:Z 2| Vi~ (ﬂ0+zb1 Xjj
izla}’f

in care 1/ (7)2)‘ =W, - colonita-vector de greutati
specifice, ‘
1 —numarul incercarilor,
j —numarul factorilor in regresie multipla.
Asa dar, metoda patratelor minime este cazul

(23)

particular al metodei de verosimilitate maximala,
cand distributia functiei Y este normala.
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Pentru cel mai simplu caz, cand functia Y de-
pinde numai de un factor X, are loc asa numita de-
pendenta-pereche si formula (23) se transforma si
se simplifica:

UZW

Sistemul ecuatiilor normale a metodei patratelor
minime va fi obtinut prin executarea operatiunii:

2

~(B, + Bix,)] (24)

ou _oU
b, =0, *ob, 0. (25)
Ebe, (b, +b,x,)]=0

(26)

ZWD

Prin rezolvarea acestor ecuatii se determina co-
eficientii b, si b, a modelului liniar ¥ = b, +byx.

In folosirea metodei patratelor minime se pot
intalni trei situatii.

Prima situatie. Fiecarei valori fixate a factoru-
lui x, este atribuita numai o singura valoare a functi-
ei y. Dispersia y nu existd. Formula (26) se scrie:

Z[y
ZLV

Situatia a doua. Fiecarei valori fixate a facto-
rului x; se atribuie k valori a variabilei dependente
», persistd distributia normala, media teoreticd 7, si
dispersia O'yzi . Pentru a rezolva aceasta problema se
foloseste sistemul de ecuatii (26). Persista membrul

W=t
o,

(b, +byx,)]xx, =0

(b, +b,x,)]=0

(27)
(b, +byx,)]xx, =0

Situatia a treia. Aici factorul x aidoma functiei
y sunt determinate cu erori. In loc de o valoare fixata
a factorului x, in fiecare experiment sunt k_valori ai
factorului x cu distributia normala, media teoretica
&, si dispersia Gfi. si ky valori pentru variabila de-
pendentd y cu distributia normald, media teoretica
1; si dispersia O'ii . Distributia x nu este corelatd
cu distributia y. Pentru estimarea coeficientilor £,
sif ; In acest caz metoda patratelor minime nu este
eficientd si se aplica altd metoda, anume metoda
confluentd. Metoda aceasta, fiind destul de compli-
cata, se aplica de fapt numai in fizica nucleara si
aici nu se examineaza.
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Asa dar, poate fi scrisd ecuatia metodei patrate-
lor minime in cazul, cand parametrizarea este lini-

ara: ,
n k
U=2| —[bo + bexy] (28),
i=1 j=1
apoi se executa operatiunea:
U U _ o
ob, ob, @)

si se obtine sistemul de ecuatii a metodei patratelor
minime in cazul, cand per51sta mai multi factori X,
si parametrizarea este liniara. In forma de matrlce
acest sistem se scrie:

(x'x)B=x"y (30)

SOSN
- o

]

€2))

X — matricea tuturor valorilor factorilor examinati:

XX X g e Xy X,

Xp0Xg1Xgp Xy jeneXg,

(32)

x,,— vectorul de valori, care determind membrul li-
ber al ecuatiei b, In matricea de date initiale valorile
sunt egale cu 1.

X" - matricea sistemului de ecuatii normale:

N Xy DXy 2 X X,

2
zxil zxi] anxzz le]x """ Zxilxip
2 X,y XX, inz...Zx,-sz...inzx,-p

(33)

XX XXXy DX Xy 2L X, X

ip“Vii

Y
Y

(34)
Vi

Y

(35)

Zyixip

Pentru a rezolva sistemul de ecuatii in forma de
matrice (30), este necesar de a-l multiplica pe acesta
de stanga si de dreapta cu matricea inversa matricei
sistemului de ecuatii normale:

Lrx ) (xx)p = x) (x'y)
(x x)'(x"x)=E,
unde E este matricea cu diagonala principald forma-

ta din cifre 1.
Rezolvarea ecuatiei (30):

B=(x"x)"(xy) (37)
Fiecare coeficient bj va fi determinat cu formu-

n n
=2 2 v
i=0 i=1

unde C, sunt elementele matricei inverse — (X"X).

Explicatia cea mai clara a metodei patratelor mi-
nime poate fi datd prin examinarea celui mai simplu
caz, asa numita ,,regresia pereche” y = b, +b;x cu
parametrizarea liniard. In acest caz formula (24) se
scrie:

UZ[y

Pentru a determina minimul functiei U se exe-
cutd operatiunea:

(36)

la:

(33),

2

(by +b,x, )] (39)

(40)
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In amanunt:

& =3[y~ (b b )]0
by I3 (41)
ou
O_bl = - [yz (bo +bx, )]xz =0
sau:
bn+b Xx, =2y,
by Zx, +b Xx7 =Xy, 4

Ecuatiile (42) se rezolva cu ajutorul discriminanti-
lor:

by =1 p =02

C C

Discriminantul principal:

ny.x 5 5
{ZXZXZ}_HZX ()
{Zny
YxyXx’
nxyy
o {Znyy
5 _ZyXx’-EaxyXx
0 ny. x> —(Xx)’
b :any—Zny
nYy. x> —(Xx)*
Pentru regresia inversa:
XXXy -XxyXy
0(xy) nzyz_(zy)z
h():any—Zny.
oy -y

Discriminantul principal al doilea:

(43)

)

0, = }zZnyz—ny (44)

}:any—Zny

(45)

(46)

. |nXy
0 = =nZy-Zy)’. @)
{Z yIy’ }
Coeficientul de corelatie la dependenta pereche:
r= ®, = = (48)
VOO
nYxy—2x2y

Jnzx? - Ty -2y

Asa se aplicd metoda patratelor minime la ana-
liza de regresie si corelatie.

Ca exemplu este datd o problema numerara mai
complicatd, care poate fi rezolvatd numai cu ajutorul
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calculatorului. Problema aceasta tine de construirea
modelului matematic pentru calculul masurii flua-
jului betonului in functie de mai multi factori cu
evidenta sensului fizic al fenomenului cercetat [1].

Datele initiale. In calitate de functie dependenta
Y este analizata deformatia specifica relativa (masu-
ra curgerii lente) a betonului €, in ((kg/em?))x
x 107. In calitate de factorii independenti x;au fost
analizati:

1. x,— A— masa agregatelor betonului in kg/100.
2. x,— C —masa cimentului in kg.
X, — H — umiditatea aerului in %
,— S — factor-scara in cm.
;. — W/C —raportul apa-ciment in %
X, — T — varsta betonului, zile
x, — t — termenul de observatii a deformatiilor
etonului, zile.

Matricea de date initiale X a avut 7 colonite si
260 de randuri. Datele initiale au fost acumulate din
lucrérile a 24 savanti.

Cu ajutorul programei REGRESS.FOR, ela-
borate la catedra elemente de constructii UTM, in
calitate de primul pas al analizei, a fost construit
modelul liniar:

y = —34,08856 — 2,79724x, +0,23882x, —
—1,20316x, —0,61194x, +3,11140x, —
~0,23906x, +0,01776x, (49).

TN AW

Caracteristicile statistice (suma patratelor remanen-
ta, coeficientul de corelatie multipla, criteriu Fiser)
a acestui model sunt:

SSR=287001,0 ;R=0,80248; F=2,80875

valorile criteriului Stiudent t:

t=-3,131t,=6,062; t,= -9,631;

t=-1,719;t = 16,027 ; t,=-5,460 ;

t,=6,394.

Cu cat este mai mica SSR si cu cit mai mari
sunt R si F, cu atat este mai bun modelul.

ACriteriile t. aratd valoarea statistica a factorilor.

In treapta a doua, prin intermediul aceluiasi
program a fost construit modelul multiplicativ:

—1,28955 1,07747
y=0,01486xx, " X X, XX

-0,15233 2,36261 -0,19382 0,32849
X X, X X5 X Xg X X, (50)

~1,08847
3 X

Caracteristicile statistice (suma patratelor remanen-
ta, coeficientul de corelatie multipla, criteriu Fiser)
a acestui model sunt:

SSR=160200,5 ;R=0,92427; F=6,86239

Se stie ca R variaza de la 0 pana la 1.

Acum despre sensul fizic. Teoria curgerii lente a
betonului este o teorie veche. Multi savanti au lucrat
in domeniul acesta zeci de ani. Au fost construite
mai multe teorii fenomenologice a fluajului betonu-
lui. Una din cele mai raspandite este teoria lui Mas-
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lov — Arutiunian. In teoria aceasta masura curgerii
lente a betonului este descrisa in modul urmator:

Ct,7r)=p(r)xO(t—1), (51)
unde:

p(7) =C, xO(7) (52).

O(r)=e”" (53) O(t—7)=e 70 (54)

Autorul a propus cd C; sd fie determinat cu for-
mula:

P
Cy =b ] [x)
Jj=1
unde:
J =1, p este numarul de factori care influen-
teaza asupra C,
bj — parametri,
b,— termenul liber al ecuatiei de regresie.
Cu aceste date se poate trece la a treia treapta, la
constructia modelului multiplicativ-expotent al ma-
surii curgerii lente a betonului pe baza rezultatelor
de observatii (matricea datelor initiale cu 7 colonite
si 260 de randuri). Pentru a transforma si retransfor-
ma membrii ecuatiei de regresie a fost pus in functie
programul PRE. FOR. Insi aici este o problema:
membrul |1—e™” (H)] nu este comod sa fie luat la

o putere oarecare, de aceea procedura de calcul cu
programele REGRES.FOR si PRE.FOR se repeta

(55),

de mai multe ori (metoda ,,incercari si greseli”’) pana
nu se obtine semnul puterii la membru [1 —e 7t ]
egal cu 1. In asa fel a fost construit modelul mate-
matic al masurii curgerii lente a betonului cu evi-
denta sensului fizic:

C(t,7) = 0,76996 # x; 075  x 759

—0,21620 —0,02%0,25547
4 e

* X

* [1 _ g 0:0072(=7) ]1,0002 (56).

~1,22397
3

* X

« x52’32528 -

E3

Cum se vede din formula (56), semnul de putere la
membrul [1 _ e—r(r—r)] este egal cu 1,0002~ 1. La

acest model SSR

=134278.,4. Cu alte cuvinte, SSR a fost micsorat
cu 56% in comparatie cu modelul liniar.

Asa dar, cu metoda patratelor minime pot fi con-
struite diferite modele matematice, cat se poate de
complicate, liniare si neliniare, inclusiv cu evidenta
sensului fizic al fenomenului studiat.
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